5 Miscelanea

Estudiaremos en este capitulo tres topicos independientes. Prime-
ro estudiaremos el tratamiento cuantico de un sistema de particulas
idénticas. Luego introduciremos el formalismo de la matriz de densidad
y finalmente haremos una breve introduccién a dos ecuaciones de onda
relativistas: la ecuacion de Klein-Gordon y la ecuacion de Dirac.

5.1 Cuarentaytresava leccién

En esta leccién haremos el estudio de un sistema cuantico formado
por n particulas idénticas (n electrones por ejemplo) las cuales son
indistinguibles desde el punto de vista tanto clasico como cuéantico.
Como veremos, hay diferencia en su tratamiento desde el punto de
vista clésico y desde el punto de vista cuantico.

En mecanica clasica describimos el movimiento de un sistema fisico
de varias particulas especificando sus oOrbitas individuales las cuales
se obtienen de las ecuaciones de movimiento y de las condiciones de
frontera iniciales, y aunque las particulas son indistinguibles unas de
otras, tiene sentido decir que en un instante de tiempo determinado
la particula a se mueve en la érbita A, la particula b se mueve en
la érbita B, la particula ¢ se mueve en la érbita C', etc.; y cualquier
permutacion de las érbitas de un par de particulas (como por ejemplo
que la particula A se mueva en la érbita b y la particula B en la orbita a,
etc.) constituird una solucién diferente al problema clésico, ya que dicho
movimiento corresponderda a un conjunto de condiciones de frontera
iniciales diferentes.
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5.1.1 Particulas idénticas

En mecanica cuantica el sistemd de particulas idénticas esta ca-
racterizado por una tnica funcién de ondas (vector de estado) la cual
depende de las variables dinamicas de todas las particulas. En lugar
de especificar las érbitas de cada particula individual, la informacién
que nos da la mecéanica cuantica es puramente probabilistica acerca de
la distribucién de las particulas sobre los estados individuales; es de-
cir para dos particulas idénticas solo nos informa sobre la probabilidad
de hallar una particula en la 6rbita a y la otra en la érbita b, sin es-
pecificar que particula se mueve en que 6rbita, ya que el concepto de
trayectoria clasica desaparece por completo. Asi pues, el intercambio de
dos particulas idénticas no puede afectar el problema dindmico desde el
punto de vista cudntico y la informacién probabilistica que del estado
podamos tener. Necesitaremos entonces introducir un nuevo postulado
en la teoria que nos permita manejar la informacion probabilistica que
maneja la mecanica cuantica para un sistema de particulas idénticas.

5.1.2 Caso de dos particulas idénticas

Para iniciar el estudio del problema, comencemos por considerar
un sistema fisico conformado por solo dos particulas idénticas a y b;
particulas que describimos por dos conjuntos independienets de varia-
bles ¢* v ¢° (los cuales incluyen tanto los grados macroscépicos de liber-
tad como las coordenadas intrinsecas del sistema como por ejemplo el
espin). Los posibles estados cudnticos individuales de cada una de esas
particulas idénticas los describiremos por las letras griegas o, (3, ..., w
(asumiremos por simplicidad que el niimero de estados es finito). Estas
letras griegas denotan el conjunto de todos los ntimeros cuanticos de
un conjunto maximo de operadores, los cuales conmutan todos entre si.
En la representacién ¢, el conjunto de todos los estados serd entonces:

{®a(q"), 25(q"); - Pu(g)}- (5.1)
{®ald”), ®5(c"), .- Puld”)}- (5.2)

En el desarrollo que sigue es necesario tener en cuenta que debido a
la indistinguibilidad de las dos particulas, todos los observables fisicos
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) y sus operadores cuanticos €2, incluyendo el Hamiltoniano H del
sistema, son simétricos con respecto al intercambio de las coordenadas
de las dos particulas; es decir

Qg% ¢") = Q% ¢, H(q%, ¢") = H(¢, ¢%). (5.3)

Utilizando ahora los estados de las particulas individuales explicitos
en (5.1) y (5.2), podemos construir el conjunto de todos los estados
cuanticos posibles para el conjunto de las dos particulas individuales,
el cual es

{00(¢")Pa(q"), Palq")Ps(q"), - - ., Palqg") Pu(q’),
Ds(q")Pu(q”), Pa(q")®s(q"), - - -, Pa(g")Pu(q’),

€
—
]
(=
N—
——

D, (q")Pu(q"), Pu(q*)Ps(d"), - - ., Pu(q*)®

en donde el estado ®,(¢*)®,(¢") tiene por significado que la particula
a se encuentra en el estado p y la particula b se encuentra en el estado
o, el cual es matemdticamente diferente al estado ®,(q*)®,(¢") el que
tiene por significado que la particula a se encuentra en el estado o y la
particula b se encuentra en el estado p.

Ahora, el estado fisico mas general que me describe mi sistema de
dos particulas estda dado por una superposicion de todos los estados
posibles de la forma

w

q)(qaaqb) = Z Cop(ba(qa)@p(qb)a (5.4)

g,p=a

estado general que no admite la interpretacion que la particula a ocupa
un determinado estado y la particula b otro. Todo lo que podemos obte-
ner de (5.4) es la probabilidad de encontrar la particula a en un estado
digamos o y la particula b en otro estado digamos p, probabilidad que
de acuerdo con los postulados de la mecénica cuantica estda dada por
|copl?, la que mateméticamente es diferente a |c,,|* que es la probabili-
dad de hallar la particula a en el estado p y la particula b en el estado
0. De esta manera, la probabilidad de hallar la particula a en el estado
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p, independiente del estado en que se encuentre la particula b esta dado
por Y o__ |c,s|?, ¥ la probabilidad de hallar la particula b en el estado
o independiente del estado en que se encuentre la particula a esta dado
por Z;):a [

Intercambiando ahora el rétulo de las dos particulas g% < ¢° obte-
nemos de (5.4) el vector matematicamenete diferente

w
V(g q") = B(¢",q") = Y cop®(d”)Pp(q"). (5.5)
o,p=«
Debido a que los coeficientes c,, son hasta aqui completamente arbitra-
rios, el anterior es sin lugar a dudas un elemento diferente de nuestro
espacio de Hilbert ya que por ejemplo la probabilidad de encontrar a en
el estado p y b en el estado o no es |c,,|? si no que es |¢,,|?. Debido a la
indistinguibilidad de las particulas, el razonamiento anterior conduce a
una contradiccion.
Para remediar esta situacion debemos construir nuestra teoria de tal
forma que |c,s|* = |¢,p*. Condicién que puede satisfacerse al imponer
una de las dos siguientes restricciones posibles:

= B(q%, q°) debe ser simétrica en las variables ¢, ¢°.

= $(¢? ¢°) debe ser antisimétrica en las variables ¢%, ¢°,

restricciones que implican respectivamente que c,p, = Cpr ¥ Cop = —Cpo-
Para lograr esta situacion, la cual no es automaticamente valida, es
necesario introducir en la teoria el siguiente postulado:

Postulado No. 5

Para un sistema de particulas idénticas, solo son cuanticamente po-
sibles aquellos estados que son, o completamente simétricos, o comple-
tamente antisimétricos con respecto al intercambio de cualquier par de
particulas del sistema.

El desarrollo matematico de este postulado requiere de la introduc-
cion del operador permutacion P, el cual para un sistema de un par de
particulas a y b es tal que

PK(¢.¢") = K(¢",q"),
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donde K (g%, ¢°) es cualquier magnitud fisica o funcién de onda, funcién
de las coordenadas generalizadas de las dos particulas. Como puede
demostrarse, los autovalores de este operador son 41 lo cual puede
verse de la siguiente propiedad del operador P

P’K(q",¢") = PK(¢’,q") = K(¢",¢"),
donde si ®(q%, ¢°) son las autofunciones del operador p, entonces
Po(¢*, ") = +£19(¢", ¢"),

donde el autovalor +1 esta asociado a las funciones pares respecto al
intercambio de las dos particulas y el autovalor —1 esta asociado a las
autofunciones impares respecto al mismo intercambio.

Teorema

La paridad que pueda tener una funcién de onda no cambia con el
tiempo.
Para demostrar este teorema, tenemos que mostrar que el operador
P conmuta con el Hamiltoniano, es decir que [H P] = 0 ya que obvia-
mente, P no depende explicitamente del tiempo, lo anterior debido a
que p 5
dt <h ot P>
Que [ﬁ , ]5] = 0 puede verse del hecho que, debido a la indistinguibilidad
de las dos particulas, el Hamiltoniano es una funcién simétrica bajo el
intercambio de las coordenadas de las dos particulas; es decir, tenemos
que

—(P)y = (z[H, P+

PH® = PH(¢",¢")®(¢".¢") = H(¢",¢")®(q", ¢")
= H(q" ¢")®(¢", q") = H(q" ¢*) PO(¢", ¢") = HP®.

Lo anterior tiene como consecuencia que una funcién de onda par (im-
par) en un instante de tiempo, permanecera par (impar) en todo ins-
tante de tiempo, condicion indispensable para que el postulado anterior
tenga sentido fisico.
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Determinante se Slater

Para el caso de dos particulas idénticas que se encuantran una en
el estado « y la otra en el estado (3, la funcién de onda antisimétrica
la podemos escribir como el siguiente determinante (conocido en la
literatura como determinante se Slater):

L Yalde) ¥s(da) :i

@Daﬁ(qa,qb):ﬂ Valg) s(q) \/5[%(qa)wﬁ(qb)—%(qb)wﬁ(qa)]

(5.6)
donde el factor 1/ V2 es un factor de normalizacién.
Desafortunadamente, para la funcién de onda totalmente simétrica
de dos particulas idénticas

Yo (s 15) = %[wama)w%) @), 5.7)

no existe una forma matemadtica cerrada similar al determinante de

Slater. Una manera simbdlica de escribir esta funcion de onda podria

ser .
Vap(das @) = 7 > Valda)vs(@), (5.8)

2 P=ap

donde ZP:aﬁ se refiere a sumar sobre todas las permutaciones posi-
bles de los subindices a y (3. De igual manera podriamos escribir el
determinante de Slater de manera simbélica como

1

lﬁaﬂ(%, Qb) = E P:Zaﬁ(_l)Pwa(Qa)¢ﬂ(qb)v (59)

donde (—1)” = 1 para una permutacién par de los subindices a y 3 e
igual a —1 para una permutacion impar de los mismos subindices.

5.1.3 Tres particulas idénticas

Las formulas anteriores se pueden escribir para el caso de tres particu-
las idénticas que se encuentran una en el estado «, otra en el estado 3
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y la tercera en el estado 7. La funcion de onda totalmente antisimétrica
quedaria entonces como:

e = 5|58 28 33
apy\da; Qb;4c) = = a\qb 64 v\ b
’ \/5 wa(QC) wﬂ(qc) 1%(%)

- %wqg)wﬁ(qb)wv@a T @) 8500 (00)
+1a(qe)s(qa) 0y (@) — a(Qc)l/JB(Qva()
~1a(qa)V5(qc) V(@) — Yal(@6)¥5(qa) ¥4 (qc)]

S (1)Pdulg) s (a).

3! P=apfy

donde (—1)” = 1 para una permutacién par de los subindices o, 3y 7,
e igual a —1 para una permutacién impar de los mismos tres subindices.

Para el caso de una funcién de onda totalmente simétrica de tres
particulas tendriamos:

1

¢;ﬁ7(QG7 db, QC) = \/3—[ ( )¢ﬂ(Qb)¢’Y(QC) + ¢a(%)¢ﬁ(%)¢w(%)

+wa(QC) ﬁ(Qa)w'y<Qb) + wa(QC)wﬁ(Qb)wv(Qa>
+¢O¢(Qa) (QC)¢W<Qb) + wa(Qb)¢ﬂ(Qa)¢7(QC)]

= Z 7% Ga wﬁ qb w'y(QC)

donde > ,_, 5 S€ refiere a sumar sobre todas las permutaciones posibles
de los subindices a;, By 7

5.1.4 n particulas idénticas

Todo lo anteriores lo podemos generalizar para el caso de n particu-
las idénticas que se encuentran una en el estado «, otra en el estado [,
etc. y la enésima en el estado w. La funcién de onda totalmente anti-
simétrica la podemos escribir entonces para este caso como el siguiente
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determinante de Slater:

wa(qa) wﬁ(qa) ww(qa)
Valaw) Ys(@) - Yula)

Galg:) Gs(g) .. vule:)
Z (—1)7)7%(%)1%(%) s ww(QZ)a

T P=af..w

@bgﬂ‘..w(q(m by - - - 7QZ) =

1
Vil
1
Vil

donde (—1)” = 1 para una permutacién par de los subindices a, 8, ...w,
e igual a —1 para una permutaciéon impar de los n subindices.

Para el caso de una funciéon de onda totalmente simétrica de n
particulas tendriamos:

Zﬂ...w(Qaa Qb - - - 7QZ) = % Z %(%Wﬁ(%) e -ww(QZ)a

P P=af..w

donde szaﬂmw se refiere a sumar sobre todas las permutaciones po-
sibles de los subindices o, (...w.

Teorema de espin y estadisticas

Aunque no es el objeto de este curso hacer una demostraciéon del
llamado teorema de espin y estadisticas, es importantisimo mencionar
que en teoria cudntica de campos se puede mostrar que la funcién de
onda total de un sistema de particulas idénticas de espin entero (Bo-
sones) debe ser totalmente simétrica bajo el intercambio de un par de
particulas (y debe satisfacer la llamada estadistica de Bose-Einstein)
y la funcién de onda de un sisetma de particulas idénticas de espin
semientero (Fermiones) debe ser completamente antisimétrica bajo el
intercambio de un par de particulas (y deben satisfacer la llamada es-
tadisitica de Fermi-Dirac).

Un estudio detallado de las estadisticas clasicas y cuénticas es el te-
ma de un curso de fisica estadisitica. A manera de introducciéon veamos
cual es la situacion estadistica de dos particulas idénticas que pueden
ocupar solo dos estados posibles a0 y 3, con q,, ¢ los grados de libertad
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para las dos particulas las cuales no tienen ninguna interaccién entre
ellas:

s Clédsicamente hay cuatro estados posibles, todos igualmente pro-

bables: ®4(¢a)®5(da); Palda)Ps(®); Pale)Ps(da); Pala)Ps(gs)-
La probabilidad de cada estado es 1/4.

= Si las particulas son Fermiones cuanticos, hay un solo estado posi-
ble dado por [®4(q.)®s(q) — Palqs)Ps(qa)]/V/2. La probabilidad

que el sistema esté en este estado es uno.

= Si las particulas son Bosones cuanticos, hay tres estados posibles,

igualmente probables: ®,(.)P5(qa); [Palqa)®s(@)+Palq)Ps(qa)]/V2; Pal
La probabilidad que se dé cada estado es 1/3.

5.2 Cuarentaycuatroava Leccion

En esta leccién introduciremos el concepto de la matriz de densidad
y sus aplicaciones en la mecénica cuantica. Este concepto, considerado
por muchos como una nueva formulacién de la teoria al mismo nivel que
la formulacion de Heissenberg o la formulacién de la funcién de onda de
schrodinger, es de particular relevancia cuando se esta trabajando con
estados cudnticos que no son puros, sino que son una mezcla estadistica
de varios estados con probabilidades (factores de peso estadisiticos)
bién establecidas. La matriz densidad tiene su maxima aplicacion en
problemas cuanticos relacionados con la fisica estadistica.

5.2.1 Introduccion

Sea ®®, §=1,2,...,j un conjunto de estados normalizados puros
que me representan un sistema fisico dado, donde cada estado normali-
zado @) tiene un factor de peso estadistico w® . De conformidad con
el formalismo de la mecdnica cuantica, cada estado ®® lo podemos
expandir en un conjunto completo de vectores |¢,), autovectores de un
conjunto maximo de operadores del sistem4 fisico en consideracién. Es
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decir

|20) Zc D) ¢,,), (5.10)

con ]cgf)\Q la probabilidad con la cual el autoestado |¢,) ocurre en el
estado puro ®@. Ademés se debe cumplir que

<¢n|¢m> = Onm, Z |C,(zi)|2 =1, :1=1,2,...,7.

En mecéanica cuantica el problema basico es calcular el valor espera-
do de un operador (observable) arbitrario €2 , asociado con la magnitud
fisica Q, el cual para el estado puro normalizado ®® estd dado por

(g = Z D (onlQpm) =D D . (5.11)

n,m

El gran promedio del observable () estard entonces dado por

J J
= Zw(i)“l)@(i) = Z (Qanw(i)cg)*c%O . (5.12)
i=1 i=1

n,m

Este valor promedio de la superposicién incoherente de los estados mix-
tos puede escribirse de una manera mucho mas conveniente si se intro-
duce el concepto de la llamada matriz densidad p, la cual se define
como:

Pmn = Zw ’)* i) (5.13)

con lo cual podemos escribir el gran valor promedio expresado en la
ecuacién (5.12) como

= o Qum = D _ (V) mm = Tr(pS2), (5.14)

m

donde T'r. significa la traza (la suma de los elementos de la diagonal)
de la matrix en consideracion.
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Comparando ahora la expresion (5.13) con (5.10) podemos escribir
los elementos en la diagonal de p como

que tienen como significado fisico la probabilidad con la cual los estados
de la base |¢,,) ocurren en el ensamble estadistico completo formado por
la totalidad de los estados puros &,

Utilizando notaciéon de Dirac podemos escribir de una manera con-
veniente las siguientes ecuaciones

e = (nli),
lo cual implica que la matriz densidad en (5.13) la podemos escribir
como
i

lo que nos permite escribir la matriz de densidad como un operador de
la siguiente forma:

p= Z 1)@ (. (5.17)

Esta representacion del operador p en la forma de suma sobre opera-
dores de proyeccién resulta a menudo muy conveniente. En particular,
podemos observar de inmediato que los autovectores de p son preci-
samente los posibles estados puros que pueda tener el sistema y los
autovalores corresponden a los pesos estadistico de cada uno de esos
estados. Nétese que si el sistema se encuentra en un estado puro |x);
entonces w = §,;, de tal manera que la matriz de densidad para el
estado puro adquiere la forma

pr = 1r) (k. (5.18)

Entonces para un estado puro el operador de densidad p? se convierte
en un operador de proyeccion, el cual satisface ovbiamente la relacién
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(p¥)? = pP. Ahora, para un estado puro, los valores esperados del
observable 2 se pueden escribir, de conformidad con (5.14), como

(Q) =D (PVmm = Y_(mlw)(s|Qm) =~ S (s|Qm) = ([r),

m m m
(5.19)
como debiera serlo (donde la expansién |k) =) c,(fif)|m> ha sido uti-
lizada). De esta manera el formalismo de calcular valores esperados de
observables utilizando la matriz de densidad es valido tanto para es-
tados puros como para estados mixtos. Para estados puros la matriz
densidad pf se reduce simplemente a un operador de proyeccion.
De este punto en adelante es mas conveniente pensar que la ecuacion
(5.14) es la definicién de la matriz densidad de un sistema. Tenemos
pues la siguiente definicién:

5.2.2 La matriz densidad

El operador p el cual me caracteriza mi sistema fisico (puro o mixto)
se define como

A

<Q>P = TT' (ﬁQ)a

para todo observable €2 del sistema fisico.

De esta manera para calcular la matriz densidad de un sistema fisico,
la cual esta caracterizada por n pardmetros, debemos tomar n obser-
vables independientes del sistema fisico QT, r=1,2,...,ny resolver
el conjunto de n ecuaciones Tr.(p2) = (€,). Una vez que j ha sido
determinado de esta manera, el valor esperado de cualquier otro obser-
vable Q) puede calcularse utilizando la ecuacién (5.14). De esta manera
p puede mirarse como un objeto que me permite calcular cualquier va-
lor esperado particular (Q), partiendo del conocimiento inicial de un
conjunto especial de valores <Qr> De esta manera el formalismo de la
matriz densidad se convierte en una manera alternativa de manejar un
sistema fisico y podemos mirarlo bién como una formulacién alterna
de la teoria, en el sentido que un sistema fisico queda exhaustivamente
caracterizado cuando se conoce su matriz densidad p.
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Propiedades de p

A continuacién mostraremos las principales propiedades que debe
tener la matriz densidad p qu me caracteriza un sistema fisico:

1. p es un operador Hermitico

Lo cual se sigue de su definicion (5.14)1 ya que para cada observable
Q) (operador lineal acotado y hermitico), (£2) es necesariamente un valor
real. Por lo tanto

~

p'=p.
2. Trp=1.

Lo cual puede verse de la definicién del operador p en (refgpmd)
utilizada con 2 = I, con [ el operador identidad el cual tiene por valor
esperado siempre 1.

3. p es un operador positivo, definido.

Para demostrar esta propiedad comencemos por considerar un ope-
rador €2 que tiene solamente dos autovalores: 0 y 1. En la base en que €2
es diagonal entonces §2,,,, = 0,x0mi, k un valor fijo arbitrario. Entonces

Pero el valor esperado de un operador de autovalores no negativos es
siempre no negativo, lo cual implica que (©2) > 0, de donde podemos
concluir que p es un operador positivo ya que

prk = 0, (5.20)

resultado que es vélido en cualquier base del sistema fisico en conside-
racién. Combinando este resultado con el hecho que Tr.p = 1 tenemos
que todos los elementos diagonales de p yacen entre cero y uno; es decir

0 < prr < 1. (5.21)
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Tr.(p?) < 1.

Considere un sistema de coordenadas en las que p es diagonal. Utii-
zando entonces las dos propiedades anteriores tenemos que

Tr.(p%) =Y pan <O pun)’ = (Tr.p)* = 1; (5.22)

por la ciclicidad de la traza, esta no cambia bajo una transformacion de
similitud (un cambio ede base), entonces en general podemos escribir

Tr.(p*) < 1. (5.23)

Utilizando ahora la hermiticidad de p, es decir p,., = p},,, esta ultima
relacién la podemos escribir como

S 1ouml* < 1; (5.24)

condicién esta ultima que pone limitaciones serias en cada uno de los
elementos de la matriz p.

5.2.3 Evolucién temporal de p

. Para Q, un observable que no dependa explicitamente del tiempo,

doo g e do o dp
Q) = (F[H,Q)) = ZTr.(pQ) = Tr. ().

De otro lado tenemos que
i

(LIS = S Tr(plH,Q)) = (Tr.(pHQ — pOi)

h
= Tr(pHQ — HQ) = Tr.(i

h[p, 1€2),

donde se ha hecho uso de la ciclicidad de la traza.
Comparando las dos expresiones anteriores tenemos que
dp 1, -
a ﬁ[ﬂa y
ecuacion esta tultima que me determina la evolucién temporal de la
matriz densidad p.

(5.25)
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5.3 Cuarentaycincoava leccion

La ecuacion de Schrodinger de la mecanica cuantica no es covarian-
te; es decir, no es invariante bajo una transformacion de coordenadas de
Lorentz (un célculo detallado muestra que la ecuacién si es invariante
bajo las transformaciones de Galileo de la mecdnica clésica). Para re-
mediar esta situacion se propusieron, en la segunda mitad de la década
de 1920, dos ecuaciones las cuales si eran invariantes bajo las transfor-
maciones de Lorentz. Estas ecuaciones son la base de la hoy conocida
como mecanica cuantica relativista.

5.3.1 Introduccién

La ecuacién de Schrodinger la podemos obtener al hacer en el Ha-
miltoniano clasico de un sistema fisico las siguientes substituciones

H— m%, P — —ihV, 7 — T (5.26)

de esta manera la ecuacion

R P2
H=—+V
5 T V()

la podemos escribir como la siguiente relacién entre operadores

la cual, al ser aplicada sobre la funcién de onda del sistema fisico v,
produce automaticamente la ecuaciéon de schrodinger.

Para el caso de una particula libre para la cual V' (7) = 0, la ecuacién
de Schrodinger toma la forma

o _ B

50 _
! ot 2m

V2 = Hip, (5.27)

la cual trata el tiempo como una primera derivada y el espacio como
una segunda derivada y evidentemente no puede ser invariante vajo las
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transformaciones de Lorentz, las cuales tratan el espacio y el tiempo de
manera equivalente.

La expresiéon relativista de la energia para una particula libre de
masa m y tri-momentum lineal P es

E = cVP?+m2c?, (5.28)

la cual con las sustituciones introducidas en (5.26) nos produce un
Hamiltoniano de la forma

H = cV/—hmV2 +m2, (5.29)

el cual tiene el inconveniente de no estar definido de manera tnica (una
expansion en series de Maclaurin de la raiz cuadrada me produciria
un numero infinito de términos y por lo tanto seria equivalente a una
ecuacion y a una teorfa no local).

5.3.2 Ecuacidon de Klein Gordn

Una de las formas de tratar de evitar el inconveniente anterior es
utilizar, en lugar de la expresién en la ecuacién (5.28), su valor al cua-
drado; es decir

H? — P22 + m*ct = B2, (5.30)

la cual, luego de los reemplazos inherentes en (5.26) nos produce la
ecuacion diferencial
o

—hQW = —R2EV2p + micto, (5.31)

la cual podemos escribir de la forma

1% _,
aor YOt

mc

- )2p =0, (5.32)

y conocida en la literatura como la ecuacion de Klein-Gordon.
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Formulacién covariante

Para una formulacion covariante de la teoria, es conveniente trabajar
con los dos cuadrivectores siguientes, designados como cuadrivectores
contravariantes (denotados con el indice superior)

— E =
ot = (mo,:pl,xQ,x?’) = (ct,7), p'= (po’p17p2,p3> = (E,P). (5.33)

[gualmente se introduce el tensor métrico

1 0 0 0

V 0 -1 0 0
g“ = Gu = 0 0 -1 0 , (534)

O 0 0 -1

el cual nos permite bajar (y subir) indices e introducir de esta manera
los cuadrivectores covariantes

Tp = Zguuxy = (w0, 71, T2, 73) = (ct, =7 (5.35)

v

4 E 3]
Pe = D gwp’ == po.pr,p2ps) = (7, —=P).  (5.36)

v

Lo que nos permite escribir el siguiente invariante relativista

4

E?* S 5
Zp“pu = p’po — p'p1 — P°p2 — p’ps = 2 P.P=m*¢ (5.37)
p=1

el cual es equivalente a la expresién (5.30) de la energia relativista de
una particula libre.
Introduciendo ahora el cuadrivector derivada espacial covariante

como
0 o o0 0 0 10

0, = = = (==,
T O (Gxo’ﬁxl’axz’ax?’) (cat
que con el uso del tensor métrico me permite hallar el cuadrivector
contravariante

V), (5.38)

1 -
g 0 _ 10 o

= 50 = (5 V). (5.39)
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con lo que podemos asociarle al cuadrimomentum p* el operador cuanti-
co p* = tho*, es decir

de donde tenemos que
3
S V=1, = R0, = K0 = mA¢?, (5.40)
pn=0

donde se ha introducido la definicién del operador Dalambertiano como

O+ (56 =

o 2
- V7 +(

)¢ =0, (5.41)

la cual es la misma ecuacién que se obtuvo en la ecuacién (5.32).

5.3.3 Ecuacion de Dirac

Una manera alterna de sacarle la raiz cuadrada al Hamiltoniano en
(5.29) la propuso Dirac en 1928 para lo cual propuso una expresién de
la forma

. 0 0
H = ¢V —h2V2 + m2c® — —ich (a + oy + a3—+) + Bmc?,

ox ox?
(5.42)

donde «;, i =1,2,3 y 3 son numeros hipercomplejos (matrices) cuya
algebra y propiedades deben ser determinadas de condiciones fisicas.

L
ox!
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Para comenzar, calculemos primero el operador H?2. Tenemos

3
N ] 0
H? = (—zhc E_ g +6m02> <—zhc g —i—ﬁmc )
3

1 0?
2%2 § : § :
= —c°h 5 Cl{kOél + Ozl()dk)a laxk

=1 k=1
3

—imc® Z(ﬁoq + azﬂ)— +mc 5,

=1

el cual debe ser igual a —c?h?V? 4+ m?c*, para lo cual las matrices a; y
[ deben satisfacer la siguiente dlgebra:

ooy + apog = 26[]4 (543)
i + Bay =0, 62 =1, (544)

la cual es llamada el algebra de Clifford de las matrices de Dirac.

Propiedades de las matrices de Dirac

Las siguientes son algunas de las propiedades mas importantes de
las matrices «;, j=1,2,3y f.

» a;, j = 1,2,3 y (3 son matrices Hermiticas. Esto se sigue del
hecho que el Hamiltoniano H debe ser hermitico y que el operador

P ~ihd/0z; = —ihd/0x? es también Hermitico.

» Los autovalores de a;, j = 1,2,3 y [ son solo £1. Lo cual se
sigue inmediatamente de la ecuacién (5.44).

» La traza de las cuatro matrices a;, j = 1,2,3 y [ es nula.
Se prueba haciendo uso de las dos ecuaciones en (5.44) ya que
de ella podemos escribir: ;8 = —pBay, la que multiplicada por
(G a izquierda produce o = —fq;5. Tomando ahora la traza a
ambos lados y utilizando la propiedad de ciclicidad de la traza,
obtenemos que Tr.cy = —Tr.c; = 0.
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= Las dos propiedades anteriores nos permiten afirmar que la di-
mensionalidad de las matrices «;, 7 = 1,2,3 y (8 es par, ya que
como su traza es nula, el nimero de veces que aparece el autovalor
+1 es igual al nimero de veces que aparece el autovalor —1.

» La dimensionalidad de las matrices o, j =1,2,3 y 8 no puede
ser 2 X 2, ya que las Unicas cuatro matrices Hermiticas indepen-
dientes que existen en un espacio de dimensién 2 x 2 son las tres
matrices espin de Pauli y la identidad 2 x 2. Esta tltima no sirve
ya que su traza es dos (no es nula).

De lo anterior podemos concluir que la minima dimensién en que pueden
existir las cuatro matrices «o;, j = 1,2,3 y 8 es 4 x 4. Dirac en su
tratamiento original present6 las cuantro matrices siguientes, las culaes
satisfacen el dlgebra enunciada en las ecuaciones (5.43) y (5.44)

oo(55) (5 5) oo

donde /5 es la matrix identidad 2 x 2 y 05, j =1,2,3 = z,y, 2z son las
tres matrices espin de Pauli dadas por

(V) e (V) e (2 0) e

Operando entonces con el Hamiltonino en (5.42) en una funcién de
onda, obtenemos la llamada ecuacién de Dirac

o (00w o :
H@Z)—@hat— zch(alax1+aga$2+agax3+)+ﬁmc Y, (5.47)

donde ) es una matrix columna de cuantroi componentes

(2

_ | v

Yy

llamado en la literatura espinor de Dirac.
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Notacién covariante

De manera muy elegante la ecuacién de Dirac se puede escribir en
notacién cuatridimensional, la cual preserva la simetria que tiene la
ecuacion entre 2° = ct y 2/. Para esto, multipliquemos la ecuacién de
Dirac a &mbos lados por 3/c e introduzcamos la notacion

Eﬁ? ,yjzﬁaj7 ]+1’273:$?y7z
De esta manera obtenemos

zh( 087’00 + gﬁi + azi +738¢3+) —mcy = 0. (5.49)

Donde las nuevas matrices v*, u =0, 1,2, 3, las cuales tomas la forma

; 0 o 1 0
7] = ( — O 0] ) ) F)/O = ( 02 I ) ) (550)
J

satisfacen el algebra
Y+ = 29" 1y, (5.51)

donde I, es la matriz unidad 4 x4, la cual por lo general se sobreentiende
y no se coloca.

En este punto es conveniente introducir la notaciéon de Feynman de
barras la cual hace uso de la definicion

A=A, = gAY =~°A° — 7.4,

la que en particular para el cuadrioperador derivada covariante toma
la forma

o 10 -
= —— +7.V.

V v Ok c Ot "

Haciendo uso de esta notacién podemos escribir la ecuacion de Dirac

de manera abreviada como

(ihX — me)y = (p — me)y = 0, (5.52)

donde se ha hecho uso de la asignaciéon cuantica p* = ihd/(0z,,).
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En este punto podemos introducir la interaccion electromagnética
en la ecuacion de Dirac haciendo uso de la substitucion minima p* —
[1" = p* — e A" /¢, para obtener finalmente de esta manera la ecuacién

(p— Z/(_ meyp = 0. (5.53)
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