4 Momentos Angulares

Estudiaremos en este capitulo la forma como se hace la adicién de
dos momentos angulares independientes en mecanica cuantica. Intro-
duciremos los llamados coeficientes de Clebsh-Gordan (asi llamados en
honor a los matematicos alemanes Alfred Clebsh y Paul Gordan quienes
los definieron por primera vez en el siglo XIX, cuando trabajaban so-
bre invariantes matematicos). Calcularemos detalladamente estos coe-
ficientes para varios casos, en particular para el caso de la adicién de un
momento angular orbital arbitrario con un momento angular de espin
de valor 1/2. Introduciremos luego el concepto de momento angular to-
tal y presentaremos la ecuacién de Pauli. Definiremos los simbolos 3-j,
6-j, 9-j v 12-j e introduciremos el concepto de operadores tensoriales
irreducibles. Finalmente enunciaremos el llamado teorema de Wigner-
Eckhart. En todo el capitulo trabajaremos en unidades de h, es decir,
asumiremos que h = 1.

4.1 Trigesimo novena Leccién

Estudiaremos en esta leccién los rudimentos de la suma de dos mo-
mentos angulares en mecanica cuantica; es decir, hallaremos el signifi-
cado de la expresion vectorial jl ©® fg donde jl y jg son dos vectores
que representan momentos angulares independientes (si no son inde-
pendientes no podemos definir su suma).
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4.1.1 Algebra de {J? J3, Ji., Jo.}

Por ser J; y J; dos momentos angulares independientes estos deben
satisfacer las siguientes relaciones de conmutacién

[Jaial]aj] = Zeijkjaka a = 172 (41)
k
[J1i, Joj] = 0 (4.2)

para ¢,7,k = x,y, z. Relaciones de conmutacién que definen dos al-
gebras independ;fﬂtes2 de momento angular [independientes debido al
conmutador en (&1‘2*)']“%/ de las cuales se pueden derivar otras relaciones
de conmutacion como por ejemplo:

[T, ) = [Ja, Jo) =[5, 3] = 0
para j = z,¥,2, con J> aﬁfﬁ]éﬂ + ny + J2; a = 1,2. Estas 1lti-
mas relaciones, junto con (h.?i muestran que el conjunto de operadores
{J2,J2, Ji., Jo.} forman un conjunto maximo de operadores ya que
conmutan todos entre si.

Sean ahora Yx;,m, las autofunciones simultdneas de J2y Juy a =
1,2, es decir son tales que satisfacen las ecuaciones

I X gim = 101+ D)X gumes 12X gims = MaXgum, M1 = J1,J1— 1, — ji

I3 X jama = J2(J2F 1) Xjamar J2:Xjams = M2Xjgme M2 = Jo,Jj2— 1, — o,

con j; y jo dos nimeros enteros o semienteros cualesquiera que me
definen el valor maximo de la componente z del momento angular de
cada subespacio independiente.

Lo anterior nos muestra que el conjunto de (2j; + 1)(2j2 + 1) fun-
ciones yjljzmmm = XjomiXjomer, M1 = Ju,ji— Lo —J1, mo =
Jo2,J2 — 1,-++ — jo forman un conjunto completo de autofunciones del
conjunto maximo de operadores {JZ, J2, Ji., Jo.} para valores enteros
o semienteros arbitrarios de j; y Jjo.
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4.1.2 Algebra de {J2,J., J}, J3}

Definamos ahora el vector .J tal que
jE ji + J_; = ﬁz(t]lx + JQm) + ﬁy(t]ly + J2y) + ﬁz(b]lz + J2z)> (43)

y busquemos las autofunciones y los autovalores de J? = (jl + jz)g
y de J, = (Ji, + J2,). Para eso, empecemos por demostrar que el
nuevo vector J = Uy Jy + UyJy + UyJ, es un momento angular, con
Jj = Jij+ Jaj, j=x,9,%2; es decir, demostremos que las componentes
de J satisfacen un algebra de la forma
[Ji,(]j] = Zeijkjka i,j,k =T,Y,z, (44)
k

. . . @lfunl |alfun2
lo cual es facil de ver haciendo uso de las ecuaciones (A1) y (4.2), ya

que se tiene
i ;) = [+ Joi, Juj + Jog) = [Ji + Jas, Jij] + [Jii + Jai, Jo]
[J1i, Jiz) + [J2is Jij] + [T, Joj] + [Jai, Joj]
= [Ju, Ji;] + [Joi, Joj] = Z €ijkJ1k + Z €ijkJok
k

k

— Z Gz'jk(Jlk + Jog) = Z €ijk Ik

k k

Hemos probado entonces que J es un momento angular, por lo tanto sus
autofunciones x;,, estan caracterizadas por los dos niimeros cudnticos
7y m tales que j es un niimero entero o semientero y m toma los 25 + 1
valores posibles j, j—1,7—2,---—j y son tales que J2xm = 7(+1)xjm
Y J.Xjm = mXjm- Ademads, por tratarse de un momento angular se debe
satisfacer la relacién de conmutacién [J?, J;] =0, j = z,vy, z; con

J2 — Jg + Jy2 + Jf — (Jlx + JQ;C)Z + (le + J2y)2 + (le + J2z>2
= D (S + )

j:‘r7y?z
= (o4 B2 =J2+ J2+ 200
= TP T2 201, T0n + 201y Jay + 2012 T,
= A+ T3+ JpJo + T Ty + 20100,

almas
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donde se ha hecho uso de las definiciones Jo+ = Jop £ iJyy, a = 1,2.
Utilizando el desarrollo anterior para J? es igualmente facil probar que
el conjunto de operadores {J?, J., J¢, J3}, conmutan todos entre si,
como puede verse de los siguientes desarrollos:

[0 = [+ J5 20, T
= [J5, 2]+ [ 5, I3 + 2 Z [J1jJoj, J2]

J=x,Y,2

= QZJU JQJ, —FQZ Jlj, JQJ 0, &:1,2.

(., J?] = [Jiz + Joz, J2] = [Jiz, J2] + [ oz, J2] = 0.

a a a a

Pero que relacion existe entre j y el conjunto (ji, j2), m y el conjun-
to (mq, mg) y méas importante, que relacién hay entre las autofunciones
Xim ¥ €l conjunto V; jomime = Xjimi Xjams ! Esta relacion, la cual desa-
rrollaremos a continuacién, es la esencia del método matematico de la
adicion de dos momentos angulares.

Lo que se pretende es hallar autofunciones simultaneas del conjunto
méaximo de operadores {J?, J,, JZ, J3}, en funcién de las autofunciones
simultdneas de otro conjunto maximo de operadores {JZ, JZ, Jy., Jo.}
las cuales ya fueron halladas en la seccién anterior. En términos ma-
tematicos, queremos hacer un cambio de base de las autofunciones si-
multaneas del conjunto maximo de operadores {Jl2 ) le, Jo. }, alas
del conjunto maximo de operadores {.J?2, J., J?, J2}, en un espacio lineal
de dimension (2j; + 1)(2j2 + 1).

4.1.3 Autofunciones de autovalor m = j = j; + js

A manera de ejemplo, comencemos por mostrar que la funcién
Vivisiije = XiviiXjajo €8 autofuncién de J? de autovalor (j; + j2)(j1 +
jo + 1) y autofuncién de J, de autovalor j = j; + jo. Para hacer la
demostracién, haremos uso de la siguiente forma de J?

J2= T 242 Jy =T+ J2 4 T e+ Ji_Joy + 2J1 s,
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y del hecho que el operador escalera .J,, operando sobre Y;,;, nos da
cero, lo cual implica que el término cruzado
<J1+J2f+J17=]2+>Xj1j1Xj2j2 = (J1+Xj1j1)(JQ*XJ'QJQ)+(J1*Xl1l1)(J2+Xj2j2)
se anula, lo cual nos permite escribir:

J12 + J22 + 2J1ZJ22)Xj1j1Xj2j2

Ji(1 + 1) + J2(J2 + 1) + 25152) X 11 X

(1 + J2)® 4 (1 + 32)]X 11 Xaie

g1+ 32) U + G2 + DX Xjage-

—~

2
T X1 j1 Xiag

De igual manera tenemos que

S X Xieie = (J1z + J22)Xg1ju Xjage = (J12X5051) Xiaga + Xiain (S22 X
= lej1j1Xj2j2 + j2Xj1j1Xj2j2 = (]1 + jZ)XjUinzjz

Es decir, hemos probado que Y}, j,iijo = Xjiji Xjojo €5 igual a x;; =

Xj1+ja.ji+ja, PATA J = J1 + j2 que es el valor maximo que puede tomar

7, como lo demostraremos en la siguiente leccién. Igualmente es trivial
mostrar las siguientes dos relaciones

2 _ 2 _ 72
Jl Xj1+iz.i+ia = Jl J}]'1342]'1]'2 - ‘]1 X141 Xj2j2

= 101 + D)X Xooge = J1U1 + )X 4jarss +42

2 _ 2 _ 2
Iy Xjrtjeitie = JaVindagnge = Xouir (2 Xjagz)

= Jo(Jo + 1)Xjujs Xiog = J2(J2 + 1) X1 4jarss +42

4.1.4 Autofunciones de j=j1+joym=j1+7j—1

Comencemos por aplicar el operador J_ = J;_+Jo_ en ambos lados
de la igauldad X, 4js.ji4jo = Xjijr Xjajo: tenEmMOS

J Xjitjegitie = J=Xi5 = V2iXjj-1 = V201 + J2) Xji4je.jr+ia—1
J—Xj1j1Xj2j2 = (Jl— + JQ—)Xﬁlejzjz
(S X150 ) X+ Xinir (J2—Xiiaoo)

= V201X, 1=1XGasjo T V 272XG1,j1 Xjajo—1-
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De donde podemos concluir que

Xir+iairia—1 = (V2010151 =1XGage T V 202X 1.51 Xjango—1)/ V 2(J1 + J2)-

(45)
Débido a que [J?, J_] = 0, un 4lgebra simple nos permite comprobar
directamenet las dos relaciones

T Xirtimiitio—t = (14 J2) 1 + J2 + 1)Xj1tjasjitiat

S Xjitjogidjo—1 = (Jl +J2 — 1)Xj1+j2,j1+j2—1-

De esta manera, es decir, iterando varias veces la aplicacién del
operador J_ = J;_ + Jo_, podemos construir las 25 +1 = 2(j; + j2) + 1
funciones xj,+j,.m Para m = j1+ja, j1+jo—1, i+752—2, ..., —(1 +
J2), autofunciones del conjunto maximo de operadores {J?, J., J?, J2},
asociadas al valor particular de j = j; + J».

4.2 Cuarentava lecciéon

Introduciremos en esta leccién los llamados coeficientes de Clebsh-
Gordan, los cuales juegan un papel central en el problema de adicién
de dos momenmtos angulares. Derivaremos igualmente algunas propie-
dades que satisfacen estos coeficientes.

4.2.1 Coeficientes de Clebsh-Gordan

Se definen los coeficientes de Clebsh-Gordan C]mmlm2 =" (s J2)
(también llamados coeficientes de Wigner o coeﬁ01entes de acoplamlen-
to vectorial) como los coeficiente que aparecen en la expansién de la ba-
se Xjm, autofunciones del conjunto completo {J?, J,, JZ, J3} en funcién
de la base Vj, jomims = Xjimi Xjams, autofunciones del conjunto completo
{J},J2, 1., Jo.}, para valores fijos de j; y jo, los valores maximos que
pueden tomar m; y ms respectivamente. Es decir:

Z le’mQ j17]2)X11m1XJ2m2 (46)

my,ma2
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De esta definicion podemos ver que al final de la lecciéon anterior
calculamos ya varios de estos coeficientes los cuales fueron:

mi1=j1,m2 a0} — .
Cj:j1+j2,m:j1+j2 (J1,J2) = Omaja-

mi=j1—1,m . . . . :
lej-jg,ljl—}-jgil(jl)]Q) =V ]1/(]1 +]2)5m2j2'

mima=jo—1 (. T & 3
C]'1ir]'2,2jlfjéfl(]1>]2) = 32/(j1 +j2)5m1j1'

Notese de los valores aqui anotados que se cumple en particular la
relacion

—j1—1,4 L. i, ma=ja—1 ..
CH i (G d2) P + 1O 5 G ) P = 1

Antes de continuar con el problema general de la adicion de dos
momentos angulares, derivemos primero algunas propiedades generales
de los coeficientes de Clebsh-Gordan.

Propiedad 1

Conservacién de la componente 2z del momento angular, la
que puede expresarse matematicamente como

mi,m2

Cj,m?éml—i-mg (j17j2) =0 (47)

(nétese que los coeficientes ya calculados satisfacen esta condicién).
Para demostrar esta propieda 1, comencemos por aplicar el operador
J, = Ji, + Ja, en la ecuacién (4.

Jszm = MYjm =M Z C;?%’mQ(jlan)lem1ijm27

mi,m2

= Z C;Zi;m2(j1;j2)(t]1z + JQZ)lemIXj2m27

mi,ma2

- Z C;leln7m2 (j17j2)(m1 + mQ)Xj1m1Xj2m27

mi,ma2
lo cual implica que

S CTE i, o) (m =y — )Xo X =0 (4.8)

mi,ma2
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que tiene como consequencia que

Cin*(j1,72) = 0

clgo?2
a menos que m = my + my. Igualmente, la ecuacién (4.8 nos permite

concluir que j, el valor mdximo de m en el conjunto x;, es igual a
J1 + J2, la suma de los valore méximos de m; y msy, como lo habiamos
afirmado al final de la leccién anterior.

Lo a g(iric())r nos permite suprimir una de las sumatorias en la ex-
pansion (4.6) y escribir

Xjm = Zcm%,m ml(]laj2)Xj1,m1XJ2,m my - <49)

mi

Propiedad 2

Normalizacion de los coeficientes de Clebsh-Gordan. Par-
tiendo de las funciones propiamente normalizadas V;, jomims = Xjimi Xjamas
autofunciones de {J?Z, J3,Ji., Jo.}, y debido a las propiedades de los
operadores escalera J,4 que no cambian la normalizacién de las funcio-
nes al ser aplicados, se cumple que:

Z |Cm1’m2(j1,]2)| :Z’le’m "™ (G, )P =1, (4.10)

mi,m2 mi

normalizacion de los coeficientes, que no es mas que un caso particular
de la propiedad de ortonormalizacion, que mostraremos a continuacion.

Propiedad 3

Ortonormalidad de los coeficientes le (ojlebsh-Gordan. Mos-
(EI )

tremos que los coeficientes en la expansion satisfacen la relacion

D> e (G, g2)Cir (i, o) =

mi msg

Zcml’m ml(]ldz)cml’m T (1 J2) = GO (411)

mi
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Para hacer la demostracién empecemos por suponer que dé = d&;dés es
el elemento de volumen del espacio de configuracion de la funcion y; es
decir que tenemos E&%y Xjoma(&a), @ = 1,2. Entonces, utilizando dos
veces la expansion ( e integrando sobre el espacio de configuraciones
tenemos

/dg*lem/ij = 0j/jOm'm

= > 3 e, e TR )

mi,m2 m/ m2

/d§1Xj1m’1(§1)*Xj1m1(§1)/d52Xj§mg(§2)*ijmz(52)

- Z Z le,m 31’]2)63 17771' 2(]1732)5J1J15]2]§5m1m’15m2m'2

mi,m2 m/ m2

= chml’m T 32)Cl i (v, J2)

mi1  m2

_ Zcmhm m1(]1732)cj :T,L - 1(j1,j2),

mi

donde hemos supuesto que los conjuntos completos de funcionesy,m. (§)
son ortonormales y que las funciones y;,,(€), las autofunciones de J?
y J, resultan igualmente ortonormales como una consecuencia del uso
iterado de los coeficientes J_. La expresién anterior es vélida solo para
valores de j y j relacionados con el mismo valor de j; y j» como se
expresa explicitamente en el desarrollo anterior.

4.2.2 Calculo de xj—j,+j,.m

Mostremos a continuaciéon como se termina de construir el conjunto
completo de las 2j+1 funciones x;, +j,.m autofunciones de {J?, J,, J¢, J3},
para m = j; + jo,j1 + jo — 1,...,—(j1 + j2) (del cual ya hemos ha-
llado las dos primeras), mediante la aplicacion reiterada del operador
J_ = Ji_ + Jo_, sobre la expresién

Xj1+ja,g14ge = Xij = Xgrji Xjaga-
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La aplicacion de (J_)? en x;; para j = j; + j» nos produce:

o —  (I1—202 o o J1—1.j2—1 o o
Xji+j2.n+i2—2 = Cj1+j2,j1+j2—2XJ1a]1—2X327J2 + Cj1+j2,j1+j2—2X]17J1—1X]27]2—1
Ji,52—1 o
+ Cj1+j27j1+j272X31731XJ27J2*27

donde el dlgebra nos muestra que

ih1—2,j - - ; - - -
Cln s = Vi — D/ + j2) (21 + 22 — 1)
i1—1,j2—1 . ; ; ; ;
= 2/ (G + G2) (21 + 252 — 1)
i1,j1—2 - - - - - -
I 2 = V2202 — 1)/ (J1 + j2) (21 + 242 — 1).

De manera analoga podemos calcular las funciones restantes hasta
llegar a Xir+j2,—(r+d2) = Xij1,—i1 Xja,—j2-

4.2.3 Calculo de Xj—j,+j,—1.m

Notese que de la funcién

Xj1+j2,j1+ja—1 = (\/ 2j1Xj1,j1—1Xj2,j2 + V 2j2Xj17j1Xj2,j2—1)/ V 2(j1 +j2)7

autofuncién de J? de autovalor j; + j» y de J, de autovalor j; + jo — 1,
puede obtenerse otra funcién ortogonal a la misma (linealmente inde-
pendiente) la cual es

Xom = (V2J2Xi1.01-1XG2.d2. = V 201 X615 Xg2g2-1)/ V2001 +J2),  (412)

que también es autofuncién de J, de autovalor j; + jo — 1 (de confor-
midad a la propiedad 1 demostrada anteriormente). Pero con que valor
de j estd asociada esta nueva funcién?

Un &lgebra elaborada, producto de la aplicacién del operador J? =
JE+ I3+ Ty Jo +Ji_Joy +2J1.J5, y mediante el uso de los resultados:
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J14do- X1 1 Xgnia—1 = J1= 24 Xj1j1-1XGage = 0¥

JieJo- X ji—1Xgnge = (14 X51.51-1) (J1=Xjn o) \/gxhjl \/ﬂX]z,p 1
J17J2+Xj1,j1Xj2,j271 = (Jlej1,j1)<J1+Xj2,j2*1 - \/ﬁle,jlfl\/TJQij,h
T X —1Xege = G+ 1) + 202 + 1) + 2(j1 — 1)ja]chijy jy—1Xa 5o
+2\/EXj1,j1Xj2,j2—1
T X i Xisga—1 = 1+ 1) + j2(G2 + 1) + 202 — D)X 5150 Xgarja—1

2/ J1J2X 1 511 X2 g2

nos produce J2xm = (j1+j2 — 1)(j1 + j2); es decir, la funcién estd aso-
ciada al valor de j = j1 + jo — 1 (ym—j1+j2—1).
Hemos entonces mostrado que

X1tz tdz—1 = (V 292X1.51—1 a2 — V 201 X111 Xgznga—1)/ V/ 2(J1 =+ J2)-

(113

De nuevo, aplicando J_ un nimero apropiado de veces nos permite
obtener las 2(j; + j2) — 1 autofunciones de J? y J,, asociadas a los
valores de m = j1 + jo — 1,j1 + jo — 2,- -+ — (j1 + j2 — 1). Vedmos por
ejemplo:

J—Xj1+j2—1,j1+j2—1 =V 2(31 +j2 - 1)Xj1+j2—17j1+j2—2
(J1- + J2- ) (V2)2X51 51— 1Xin.d2 — V201X 51 Xjaja—1)
2(j1 + J2)

la que luego de desarrollada el algebra nos produce una funcién
Xj=j1+ja—1,m=j1+ja—2 la cual toma la forma:

[V J2(231 = D)Xy 12Xz + (2 = J1) X151~ 1XGndo—1 + v/ 51(292 — D)Xy gy Xjo 2]

VUi + 5220+ 1+ —1)

(4.14)

4.2.4 Conjunto completo de valores de )

Continuando de la manera como se venia trabajando, es un asunto
de conteo el probar que los valores posibles de 7 en el problema de
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adicién de dos momentos angulares J= jl @ jg es tal que

J=g1+de htda—1ii+da—2 i — - (4.15)

Lo anterior debido a la siguiente relacién, la cual puede demostrarse
por el método de induccion:

J1t+j2
> (2 +1) = (251 +1)(2)2 + 1), (4.16)
J=lj1—j2|

la dimension del espacio lineal de las autofunciones Y}, jymm,, autofun-
ciones de {J2, J2, J1., Ja. }.

4.3 Cuarentayunava leccion

Estudiaremos en esta leccion la adiciéon de un momento angular
arbitrario, con un momento angular de espin de valor s = 1/2. Calcula-
remos los coeficientes de Clebsh-Gordan para este problema e introdu-
ciremos la ecuacion de Pauli, la cual es la generalizacion de la ecuaciéon
de Schrodinger para una particula de espin 1/2.

4.3.1 Momento angular total

Vamos a considerar un sistema fisico (un electrén) que tiene un
momento angular orbital L arbitrario, cuya funcién de onda es propor-
cional a los esféricos arménicos Y}, (2) para [ # 0 un ndmero entero
arbitrario y m tomando los 2l + 1 valores m = [,l — 1,1 —2,...,—[; y
tiene ademas un momento angular intrinseco S (o espin) de valor 1/2,
caracterizado por una funcién de onda ¢1 5 ,,,, para m, = +1/2.

Para este tipo de problemas se acostumbra definir el momento an-
gular total J como el vector

J=1L+S5, (4.17) |jtot

vector que caracteriza la adicion de dos momentos angulares, uno de
ellos con valor méximo de su componente z igual a 1/2.
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De conformidad a lo aprendido en las dos lecciones anteriores, las au-
tofunciones del conjunto completo de operadores {L?, S?, L., S.} estdn
dadas por las 2(2] + 1) funciones Y, (£2)91/2,m,, donde los autovectores
®1/2,m, corresponden a los dos espinores de Pauli:

12,172 = ( é > =0 Gr/2,-1/2 = ( (1) > =¢_. (4.18)

Queremos ahora hallar las autofunciones y los autovalores del conjunto
méximo de operadores {.J?,, L?, 52, J,}. Como ya vimos, los autovalores
de J? serén los valores j(j + 1) con j =1+ 1/2y j =1—1/2, donde
notese que

j=l+1/2
> @i+ =20-1/2)+1+2(0+1/2)+1=2(2+1),
j=1—-1/2

la dimension del espacio de las funciones Y, (€2)¢1/2,m, -
Utilizando la construccion que aprendimos en las dos lecciones an-
teriores tenemos para empezar que:

Yu(Q
Xir12041/2 = Yu(Q) ¢y = ( llé ) ) '

La aplicacion del operador J_ = L_ + S_ sobre esta funcién, con

S_ ¢ =0¢_y S_¢_ =0 nos produce
J_(Xit1/204172) = V204 1xi41/20-1/2 = \/ﬂ}/},l—lgb—&— + Yyp_

(\/2_13/1,1—1)+( 0 ):<\/2_5Y1,l—1>,
0 Yy Yy ’

v,
Xl+1/2,l—1/2—\/2l—+1( Y, . (4.19)

Una funcién ortonormal a la anterior, correspondiente al autovalor de
J2P=(1-1/2)(1+1/2) y J, igual a |l — 1/2 serfa:

B 1 Y1
Xl*1/27l71/2 - \/m ( _\/Q_Z}/Ll ) . (420)

es decir:
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La aplicacio L jina vez mas de J_, ahora sobre la funcién x;41/2,;,-1/2 en
la ecuacién (&I [9) nos produce

1 (20 = 1)Yio
_3/9 = ' . 4.
Xi+1/2,1-3/2 0+ 1 < \/§Yl,l—1 ( 21)

Continuando de esta manera obtenemos finalmente el siguiente con-
junto de funciones, autofunciones de {J?, L? S? J,}:
a: Para j =1+ 1/2:

[1+1/2+m; [14+1/2 —m;
+ _ J J
Xiv1/2m; = 2l—_i_1Y(z,mj—1/2)¢+ + Ty(l,mjﬂ/zﬂ—

= e (VI 11 N

1+1/2-m; 2" 2
2011 Yl,mﬁrl/2

b: para j =1—1/2

Xicpm, = \ T Yiim;—1/2)0+ — i1 Yimj+/2)9-

I4+1/2—m;
_ V 2t Y(m;-1/2) . m-—l—l l—§ ..._(l_l)
) J )

1+1/2+m; 2 2’ 27
20+1 ) Y(l,mj+1/2)

Las funciones X;-*Lmj son conocidas en la literatura como esféricos armoéni-
cos espinoriales y son de gran utilidad en la literatura cientifica. Ellos
satisfacen las relaciones

T X, = 30+ DX,
20.Sx%, = (J*—L*=3/4)x%,
= _<1 + K)X;'%mj?

donde

{—(z+1)=—(j+1/2) D j=lr )2
H=+({+1/2) + j=1-1/2"
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Para un valor de j dado, x* y x~ tienen paridad opuesta ya que su
valor de [ difiere en uno (recuerde que la paridad de Yy, es (—1)%).
Ademas, estas funciones cumplen la relacién:

257 287
r ijjv XJmJ: r ij] (422)

+
ijj -

4.3.2 Ecuacién de Pauli

La ecuacion de Pauli es la ecuacion de ondas que satisface una
particula de espin 1/2 (un electrén por ejemplo) y que reemplaza a la
ecuacién de Schrodinger la cual es la ecuacién de ondas de una particula
sin espin.

La forma matemaéatica de esta ecuacion es

ih o = H®yP), (4.23)

donde ¥®) es un espinor de Pauli de dos componentes 1)®7 = (¢§p ) , ¢§p ))
y H® es el Hamiltoniano de Pauli el cual es una matriz 2 x 2 que tiene
la forma

) R
HY = —[5.(5— eAfe)) + o, (4.24)

—,

donde A* = (¢, A) es el cuadripotencial de campo electromagnético,
o son las matrices espin de Pauli, ¢ es la velocidad de la luz, y e y
m son la carga eléctrica y la masa de la particula respectivamente.
Noétese que e¢p = V(7)) se puede identificar como la energia potencial
de la particula y p'— e/f/ ¢ = 7 es la variable canénico conjugada a la
posicién en la presencia de un campo electromagnético caracterizado
por el cuadrivector potencial electromagnético A*.

Utilizando las propiedades de las matrices de Pauli o, podemos
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escribir

3
G.(5—ed/o))? = (G7)(F7) =Y mmo0,
l,n=1
3
= Z 7rl7rn(§ln+i€kln0k) :7r2+i5.7?>< T
I,n,k=1

= (F—ed/c)? +id.(F—eAlc) x (F—eA)c).
Utilizando ahora

(F—eAjc) x (F—eAJc) = PxF+(e/c))Ax A—epx Alc—eA x jlc

donde la 1ltima expresion es un operador que tiene sentido solo si actia
sobre una funciéon f. Haciendo ahora uso de la identidad vectorial

VX (Af) = (Vx A)f = Ax (Vf),

obtenemos la expresiéon
(5 —eAfc) x (F—eAfec) = —(V x A) = —B,

donde B (el rotacional de ff) es el campo magnético externo al cual
se encuentra sometida la particula. Obtenemos pues de esta manera la
expresion

6.(F—eAfc))? = (F—eAfe)’ -
eh

= p?>+(e/c)?A? — eAp/c— ep.AJc — —G.B
c
. . hoo-
~ p?—eAple—epAle— LGB,
c

donde se han despreciado términos de segundo ordén en el vector po-
tencial electromagnético A.
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Trabajando ahora en la llamada gauge de Coulomb (6 A= 0)y
haciendo uso de la identidad

(Ap+pAf = —m(,aw 6

y trabajando para un campo magnético uniforme para el cual podemos
escribir A = (B x 7)/2, lo cual implica que

F—ed)e)Pmp?— LB xrp=p*— Brxp=p*— L.B.
c 2 c c
De esta manera obtenemos finalmente la expresién
HY = —— — —(LL+25).B + LV(7). (4.25)

2m 2me

donde I5 es la matriz unidad 2 x 2 y la matriz de espin S esta dada por
S = h(tyo, + wyoy, + U,0,)/2,

con o; las matrices espin de Pauli.
. . - 77 (p) ., hampau
El Hamiltoniano de Pauli H'”) en la ecuacion (4.25) representa un

electron de spin S sometido a un campo magnético externo B el cual
incluye la interaccién del momento angular total (orbital y de espin) del
electrén con el campo magnético externo. El factor de 2 en el término
del espin, llamado el radio giromagnético del electréon, es un efecto ne-
tamente cudntico y no puede justificarse desde el punto de vista clasico.

4.4 Cuarentaydosava leccion

En estd leccion haremos algunos desarrollos de importancia relacio-
nados con el algebra del momento angular. En particular introducire-
mos los simbolos 3-j, 6-j y 9-j; definiremos los operadores tensoriales
irreducibles y enunciaremos el llamado teorema de Wigner-Eckart.

ampau
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4.4.1 Simbolos seis jota

En la regla de adiciéon de dos momentos angulares fl@j;, se determi-
nan los valores posibles que puede tomar el momento angular total J pa-
ra un sistema fisico constituido de dos particulas de momentos angula-
res J; y Jjo respectivamente. Como ya mostramos en las lecciones anterio-
res, j puede tomar los valores ji1+Ja, j1+je—1, ji+Jje—2, ..., |j1—7J2|
De igual manera mostramos que las funciones x;»,, autofunciones del
conjunto completo de operadores {J?,J,, JZ, J3}, estdn relacionadas
con las funciones Xj, m, Xj.,mo, autofunciones del conjunto completo
de operadores {J?Z, J2,J1., J2.}, mediante los llamados coeficientes de
Clebsh-Gordan, los cuales estudiamos en las lecciones treinta y nueve
y cuarenta. Es decir, vimos que

_ mi,ma - :
Xjm; = E Cj,mj (]17]2)Xj1,m1 Xjz,ma2
mi,m2

mi,mj—mzi . .
- j,my (]17]2>Xj17m1Xj2,mj—m1'
mi1

De manera analoga, en la adiciéon de tres momentos angulares J =
ﬂ—l—Jé—i—J}, las funciones x;,,; autofunciones de J2y J, = Ji+Jo+ s,
estan relacionadas a las funciones X, m, Xja,ms Xjs,ms, autofunciones del
conjunto méximo de operadores {J?, J3, J3, Ji., Jo., J3. }, mediante una
ecuaciéon que toma la forma

Xj,mj = Z C;anlfLTde (j17j27j3)Xj1,m1Xj2,m2Xj3,m37 (426)

mi,m2,ms3

donde de nuevo una de las sumatorias es redundante ya que m; = m +
mgy + m3. Los coeficientes C;%TWB (j1,J2,J3) en la expresién anterior,
son los llamados en la literatura: ”simbolos 6-j“.

De manera andloga se definen los simbolos 9-j en la adiciéon de cuatro
momentos angulares y los simbolos 12-j en la adicién de cinco momentos
angulares; etc.

c6j
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4.4.2 Simbolos 3-j

De especial relevancia y de gran aplicacion en el cdlculo de orbitales
atémicos, son los simbolos 6-j para el caso particular en que j = 0 (lo
cual implica de inmediato que m = 0). Definamos entonces

sie oo [ J1 J2 3
Cg?olmzm3<jl’]2,j3) = ( My M ms ) . (4.27)
Estos elementos asi definidos son los llamados en la literatura simbolos
tres jota de Wigner. Por definicion, estos coeficientes son diferentes de
cero solo si m; + mq + m3 = 0. Como consecuencia de esta definicion
podemos entonces escribir

Ji J2 J3 . . .
_ JuvJ2 J3 1 (2 (3)
R YD VD Dl (FEC R BT R (e

mip=-—j1 me=—j2 m3=—j3

Los simbolos tres jota estan entonces asociados a un sistema fisico de
momento angular cero, constituido por tres particulas de momentos
angulares ji, jJ2 V Jj3, con sus respectivas proyecciones sobre el eje z
dadas por los valores my, my y ms respectivamente. La nulidad del
momento angular total implica entonces que my + my +ms3 = 0 y los
valores de 71, jo v j3 son tales que cada par de ellos puede obtenerse
por la adiciéon vectorial de los otros dos. En otra palabras, 71, j2 v 73
forman un triangulo cerrado los cuales deben de satisfacer relaciones
como por ejemplo
11— Jol < Js < g1+ Jo,

y permutaciones ciclicas de los subindices 1,2,3. De esta propiedad
podemos entonces concluir que j; + j2 + j3 es un entero.

Una permutacion de los indices 1,2, 3 en los coeficientes nos da un
funcion que difiere de la no permutada solo en un factor irrelevante de
fase. De manera simple es posible demostrar que

( Je g1 J3 ):(_1)(j1+j2+j3)( JiJ2 Js ) (4.29)

mo MMy Mg my Mo Mg

es decir, hay un cambio de signo cuando dos columnas son intercam-
biadas solo si (j; + jo + j3) €s un nimero impar.
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De igual manera es posible igualmente mostrar la relacién

J1 J2 J3 _ (_1)(j1+j2+j3) Jvo g2 Js (4 30)
—mi; —My —Mg3 my mp mz )’ '

Un 4algebra simple nos permite relacionar los simbolos 35 de Wigner
con los coeficientes de Clebsh-Gordan de la siguiente manera:

Cf%’m(jl,jg)z(—l)”l”*m)\/2j+1(]1 n > (4.31)

mp Mms —m

4.4.3 Operadores Tensoriales irreducibles

Para un sistema fisico descrito por un momento angular J = u,J, +
Uy Jy + 1,J,, definimos un operador vectorial V' = u,V,, + @, V, + 4.V,
como aquel operador que satisface el dlgebra siguiente:

[Jo, Vo] = iﬁz €abeVe, a,b,c=1x,y,2; (4.32)

donde €4 es la conocida densidad tensorial de Levi-Civitta. Como el
vector J satisface también esta algebra de conmutadores [el dlgebra del
grupo SU(2)], entonces igualmente J es un operador vectorial.

De manera andloga se define un operador escalar en mecanica cuanti-
ca como aquel operador qg que conmuta con el vector momento angular,
es decir que satisface [j, czg] = 0.

La definicion anterior de un operador vectorial cuantico esta en las
conocidas componentes cartesianas del vector, las cuales no son las
componentes mas apropiadas para ser usadas en sistemas cuanticos.
De mucha mayor utilidad son las llamadas componentes esféricas de un
vector (V. Vp, V_) las cuales se definen como

T
V2
definicion que nos permite establecer la siguiente relacion entre los

esféricos armonicos Y3,,(€2) y las componentes esféricas del vector po-
siciéon 1

Vi=F—=(Va i), Vo=V., (4.33)
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3r
Yim () = 4/ — 2=, =+1,0. 4.34
1m (£2) dr m ( )
Utilizando ahora las definiciones de los operadores J, = z#}l
y Jo = J., podemos escribir entonces los nueve conmutadores en (

que me definen un operador vectorial, de la siguiente manera:

[Jo, Vol = [J-, V-] = [J4, V4] =0 (4.35)
[Ty, Vo = [, Vi = V2V, (4.36)
[o, Vil = Vi, [, Vo] = V2V (4.37)

Aplicando las anteriores relaciones de conmutacién para el caso par-
ticular de las componentes sfeycas del vector posicion r,,, las cuales
haciendo uso de le relacion ( ) podemos definir como

1
T = M;mm_Tunn m = +1,0, (4.38)

tenemos entonces que

[Jo, T(1,m)] = mT(1,m), (4.39)
[T, T(1,m)] =my (1 +m+1)(1 —m)T(1,m+1), (4.40)
[J_,T(1,m)] =my/ (1 —m)(1+m+1)T(1,m—1), (4.41)

las que no son mas que un caso particular de unas relaciones de con-
mutacion mas generales entre las componentes esféricas del vector mo-
mento angular total J y un tensor esférico T'(1,m) el cual tiene 2 4 1
componentes dadas por los valoresde m = [,1—1,1—2, ..., —[. Estas re-
laciones, las cuales nos definen el operador tensorial irreducible 7'(1, m)
de rango [, fueron presentadas originalmente por Racah en 1942, son
las siguientes:

[Jo, T(l,m)] = mT(l,m), (4.42)

[Ljﬂm | =my/(+m+ 1)1 —m)T(1,m+ 1), (4.43)
[T, T(,m)] =my/({I —m)(I+m+1)T(,m—1), (4.44)

resf

[rets]
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4.4.4 Teorema de Wigner-Eckart

Este teorema se refiere a la relacion que existe entre los diferentes
elementos matriciales de un operador tensorial 7'(l,m) de rango [ el
cual tiene 2/ + 1 componentes dadas por los posibles valores de m =
I,l —1,1—2,...,—I. Estos elementos matriciales estan tomados entre
los estados del sistema fisico xj,m, y los estados x(j,m), en donde estos
ultimos estados se reﬁeren a los estados correspondientes a la adicién de
los momentos angulares J =L .J; conun conjunto de valores posibles
para j dados por: j =1+ j1,l+71—1,...,|l— j1|. Los tinicos elementos
matriciales diferentes de cero, de conformidad a la regla de adicion de
momentos angulares, se pueden escribir como:

( 1)1 Jl-‘r]Cmml(l’jl)

J,mj

(gm; [T (1, m)|jima) = NS GITWllge),  (4.45)

en donde (j||7°(1)||71) son los llamados elementos matriciales reduci-
dos del operador tensorial T'({,m) los cuales son independientes de los
valores (mj, m,my) y una vez calculados para un valor particular de
estos nimeros cuanticos se. eeden utilizar para el calculo de todos los
elementos matriciales en (4.45), los cuales se obtienen de un mero cono-
cimiento de los coeficientes de Clebsh-Gordan C;Z;@T;”(l ,J1), los cuales se
pueden calcular de antemano u obtener de las tablas existentes para
estos coeficientes.

Problemas

1: Halle las autofunciones simultaneas del conjunto maximo de ope-
radores (J?, J,, J¢, J3) para:
a: ji = jo = 1/2.
b:j1 =jo =1

2: Demuestre que para un campo magnético constante podemos
escribir A = (B x 7)/2. st

3: Demuestre la relacion (h.ZSI).
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