3 Dinamica Cuantica

Estudiaremos en este capitulo la teoria de perturbaciones depen-
diente del tiempo y la aplicaremos en primera instancia a un ejem-
plo sencillo. Derivaremos igualmente la llamada segunda regla de oro
de Fermi la cual aplicaremos al problema de ionizacion del atomo de
hidrégeno.

3.1 Trigesimo séptima Leccién

Abordemos ahora al estudio de las perturbaciones que dependen
explicitamente del tiempo. Estrictamente no tiene sentido hablar ahora
de correcciones a los valores propios de la energia, ya que para un Ha-
miltoniano que depende explicitamente del tiempo H (t), la energia no
se conserva y no existen estados estacionarios. Sin embargo, si podemos
partir el Hamiltoniano tal que H(t) = H°+ V(t) con H° independiente
del tiempo, se puede entonces hablar de estados estacionarios para el
Hamiltoniano no perturbado HO y el problema que si podemos resolver
es calcular de manera aproximada las funciones de onda del Hamilto-
niano total H(t) en funcién de los estados estacionarios del sistema no
perturbado, estudiando en concreto la probabilidad de transiciéon entre
dos estados estacionarios, transicién producida por una perturbacion
V(t) que es diferente de cero solo en el intervalo de tiempo 0 <t < %.
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3.1.1 Variacién de las constante

Introduciremos a continuaciéon un método desarrollado por P. A.
M. Dirac en 1926, conocido como el método de la variaciéon de las
constantes, en la solucion de las ecuaciones diferenciales lineales.

Sean 1Y (&,t) = ¢2(€)e R/ las funciones de onda (con su depen-
dencia temporal explicita) de los estados estacionarios del sistema no
perturbado; es decir, soluciones a la ecuacion

N oYY
Avue, 1) = in D ppuce ) 3.

con ¢ las coordenadas del espacio de configuracién del problema fisi-
co. Entonces, toda solucién ¢(&,t) de la ecuacién no perturbada, pue-
de escribirse como la combinacién lineal ¢(&,t) = >, alyp(&,t) =
S, aYeE 0 (€) con los coeficientes a) independientes del tiempo.
Nuestro problema seréd ahora buscar soluciones (&, t) a la ecuacién
diferencial que incluye la perturbacion, es decir, soluciones a

59Ut

o = "+ VOl ), (3.2)

tales que las podamos expandir como

Y(E ) =D artURE,t) =Y ap()e B MyRE),  (3.3)

k k

donde los coeficientes en la expansién ay(t) tendran ahora una depen-
dencia temporal que vamos a determinar a continuacion.
Substituyendo (3.3) en (3.2) y haciendo uso de (3.1) tenemos que

ih Z dt

donde ax(t) no depende de las coordenadas y su derivada parcial con
respecto al tiempo se ha convertido en una derivada total. Multiplican-
do ahora a izquierda por ¥% (¢, t), integrando sobre todo el espacio de

e =D aVORen. G
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configuracion d¢ y haciendo uso de la ortonormalidad de las funciones
no perturbadas ¢ (&, t), obtenemos la ecuacién

20 _ 5 0,0 [ dcuenvemien - > Vol

k

(3.5)
donde los elementos matriciales de la perturbacién V,,,;(t) son de la
forma

Viult) = / dEGL (€ OV (HUY(E. ) (3.6)
= Eomn [ agg OV (HUE) = Vo),

con Wyr = (EY — EY)/h definida como la frecuancia de transicién del es-
tado m al estado k y los elementos matriciales de la perturbacién V.2, (¢)
tienen una dependencia temporal, debido a la dependencia temporal de
la perturbacion V(f’ ,t) en la integral espacial sobre las funciones de on-
da ¢?(€) independientes del tiempo.

Hagamos ahora en (3.5) una expansién de los coeficientes a(t) en
términos de la perturbacién V (¢); es decir, hagamos a(t) = af) + a(l) +
a,(f) + ..., con a,(f ) un pardmtero de orden j en la perturbacién V().
Guardando solo términos de primer orden en la perturbacién V (¢) la
ecuacion (3.5) toma la forma

d d (1)
i [a® + alD(t)] = ih "™

M B Zk: V(1) (3.7)

y hallemos la correcciéon al enésimo estado para el cual se tiene que
al = O, (es decir, empezamos por suponer que en ¢t < 0, cuando la
perturbacién V() no habia empezado a actuar sobre el sistema, este
se encontraba en el enésimo estado estacionario del Hamiltoniano no
perturbado H°); lo cual reemplazado en la ecuacién (3.5) nos produce
finalmente la ecuacion diferencial de primer orden en la variable tem-
poral

da(l) '
th d? = Vo (t) = €“m'V0 (), m=0,1,2,....n,...,  (3.8)
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donde para ser consistentes con la notacion usada, debieramos haber
definido en la ecuacién anterior al ) a%% donde se hace explicito el
estado en el cual se hallaba el sistema fisico antes de actuar la pertur-
bacion. Es decir, para ser consistentes debieramos haber usado desde
un principio una expansion de la forma

77Z}n(§7 t) = Z akn(t)qvblg (67 t)‘

k

Integrando la ecuacion (3.8) obtenemos finalmente el conjunto infi-

. . 1 ., .
nito de coeficientes agm)l, que son las correcciénes de primer orden en la

perturbacién V'(¢) a la funcién de onda:

aq(fn)l = —% /dthn(t) = —% /dtVngn(t)ei”m”t, m=20,1,2,...,#n,
Qe = 1+all) = —%/dtvfn(t), (3.9)

donde nétese que para la ultima integral se tiene que w,, = 0.

3.1.2 Perturbacion Armonica

Como un ejemplo sencillo empecemos por considerar una perturba-
cion que depende del tiempo de manera armonica, que es de la forma

0 o —oo<t<0
V(Et) =< 2V sin(wt) : 0<t <t (3.10)
0 Dot <t < o0,

la cual es una perturbacion que actia durante un intervalo de tiem-
po finito 0 < t < %y y varia sinusoidalmente con el tiempo, con una
frecuencia angular externa w que actia como un quantum de energia
de Planck de valor hw. Haciendo uso ahora de la identidad sin(wt) =

(e — e~%*) /27 podemos hacer facilmente la integral temporal y obte-
ner
1 .
21 = VR, [ de - et (3
0

7 —

Wmn, + W Winn, — W

ZV(g)gnn <6i(wmn+w)to -1 ciwmn—w)to _ 1)
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La estructura matematica de la expresiéon anterior sugiere que la am-
plitud de transicion a,(izl(t > tp) adquiere un valor apreciablemente
significativo, solo cuando uno de los denominadores tiende a cero. El
primer término sera entonces importante solo cuando wy,, ~ —w; es
decir, E° ~ E° — hw lo que significa una emisién del sistema de un
quantum de energia de Planck, decayendo del estado enésimo al estado
emésimo. El segundo término serd importante solo cuando w,,, ~ +w;
es decir, EY ~ E° + hw lo que significa una absorbsién de un quan-
tum de energia de Planck del estado enésimo para excitarse al estado

emésimo.

En aplicaciones practicas |dm,,|?> da la probabilidad de transicién
del estado n al estado m y el espectro de energia del Hamiltoniano
no perturbado puede ser o discreto, o continuo, o mixto. De especial
interés son las aplicaciones para las cuales el espectro es mixto, con
un estado inicial tomado en el sector discreto y el estado final en el
continuo (como ocurre en el problema de ionizacién de los atomos que
estudiaremos en la proxima leccion, o en los problemas nucleares de
radiacién alfa y beta).

3.2 Trigésimo octava leccion

En esta leccién derivaremos la llamada segunda regla de oro de
Fermi y la aplicaremos en el problema de la ionizacién de un atomo de
hidrégeno.

3.2.1 Segunda regla de oro de Fermi

Para la situacion en la cual el estado inicial es discreto y de energia
negativa y el estado final es continuo y de energia positiva (como ocurre
para la ionizacién de un atomo o para la radiacion alfa y beta de algunos
niicleos radioactivos), entonces E° > E? y solo el segundo término en
(3.11) es relevante. Para este caso la probabilidad de transicién del
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estado discreto n al estado m esta dada por la expresion:

2

V(€)0 ei(wmnfw)to -1
2 mn
e G (3.12)
|V(§)9rm|2 i @mn—w)to/2 _ g=iwmn—w)to/2 |2
h? ( Winn — W )
AV ()l

.2 0
" sin"[(Wmn — w)t"/2].
Estando interesados en el limite en que ¢y, — oo, podemos arreglar la
ecuacion anterior de la siguiente manera:

tolV(€)2,.12 (sinC\ sin[(wpn — w)t®/2]
h? ( ¢ ) (W — w)/2

donde hemos definido ¢ = (wyn — w)tp/2. Como igualmente queremos
estados finales m que se encuentran en el continuo, es necesario multi-
plicar la expresién anterior por la densidad de estados finales p(E,,) y
sumar (integrar) sobre la totalidad de dichos estados; es decir, nuestra
probabilidad de transicién del estado n al estado m del continuo, toma
entonces la forma

(3.13)

|amn|2 =

P, = /dEmyaman(Em).

Definimos ahora la rata de transiciéon W,,,, como la probabilidad de
transicion P, por unidad de tiempo, en el limite en que ¢, tiende a
infinito. Es decir

Wi = h’mto—)—>oopmn (3.14)
0
- V(€ (s Tsinf(wnn —w)t%/2)
= ity oo [ G (S0 ) (B

Utilizando ahora la representacion de la funcién delta de Dirac

d(x) =lim g—; 00 sm(gx)’
T
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podemos escribir la ecuacion anterior como

W = W/dEmp(Em) |V(§1)29”"|2 (Si?C) 5 <°"m”2_ ”) . (3.15)

Utilixando ahora la propiedad para la funcién delta de Dirac é(ax) =
la| 71§ (x) tenemos que

O (Wmn — w) /2] = 2R0(E,,, — E,, — hw),
la cual nos permite hacer la integral sobre los estados finales de energia
y obtener finalmente la expresion
2
h

donde igualmente se ha utilizado el hecho que

h'mC—>—> 0sin¢/¢ =1,

como consecuencia de haber hecho la integral haciendo uso de propie-
dades de la funcion delta de Dirac, es decir, utilizando la propiedad

[ s @) = 1(0).

La expresién (3.16), presentada originalmente por Fermi en sus
notas del curso de fisica nuclear y conocida en la literatura como “Se-
gunda Regla de Oro de Fermi”, es de gran utilidad en las aplicaciones
de la mecanica cuantica y vamos a hacer uso de ella en el calculo que
presentaremos a continuacion.

3.2.2 Ionizacién de un atomo de hidrégeno.

Como un ejemplo de la utilizacién de la teoria de perturbaciones
dependiente del tiempo a primer orden, y de la segunda regla de oro de
Fermi, calcularemos a continuacién la probabilidad de ionizacién de un
atomo de hidrégeno que se encuentra en su estado fundamental, cuando
este es sometido a un campo eléctrico que varia armoénicamente con el
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tiempo (en la préctica tenemos el d&tomo de hidrégeno colocado entre
las placas de un condensador el cual estd conectado a una corriente
alterna).

Nuestro campo eléctrico seré entonces de la forma E (t) = 2E sin(wt)
con ]Eo\ = Fj constante y la frecuencia angular de oscilacién del campo
externo w = 27w mayor que la frecuencia asociada al estado fundamen-
tal del atomo de hidrégeno, para poder ionizar el atomo; es decir

v > 1y = mee/Anh?® = 3.5 x 10" ciclos/segundo;

donde hemos utilizado el hecho que la energia fundamental del atomo
de hidrégeno estda dada por la expresion

|Ey| = e*m./2h? = hwy = 2Thuy,

con m, la masa del electron, aproximadamente igual a la masa reducida.
La energia potencial dependiente del tiempo serd entonces la per-
turbacién en nuestro problema, la cual es de la forma

V(7 t) = eE(t).F = 2esin(wt) Ey.7 = 2esin(wt) Eyr cos 0’ = 2V°(r) sin(wt),
(3.17)

con VO(r) = eEyrcos @', en donde 0’ es el dngulo entre el vector Ey y
el vector 7, el vector posicion del electrén, para un nicleo situado en el
origen del sistema de coordenadas como puede verse de la figura (3.2.2)
y By = |EO| es el médulo del vector campo eléctrico.

Ahora, la funcién de onda del estado fundamental del atomo de
hidrogeno es de la forma

Yo = Pro0 = (mad) 20,

con ag el radio de Bohr.

El estado final k& del electrén, en el limite en que el tiempo de la
perturbacion tiende a infinito, es un estado de particula libre, el cual
podemos tomarlo normalizado en un cubo de lado L. Podemos entonces
escribir la funciéon de onda del estado final como

Ui (7) = L73/26iE.F7
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Figura 3.1: Variables para ionizacién de atomo de hidrégeno.

a la cual le asociamos la energfa de particula libre Ey = h%*k?*/2m y
el vector ntimero de onda k el cual da la direccién de propagacion del
electron saliente. Por conveniencia en nuestros calculos escogeremos el
eje z de nuestro sistema de coordenadas en la direccion del vector k
como lo muestra la figura.

Calculo del elemento matricial

El elemento matricial V' (r)? independiente del tiempo que debemos
insertar en (3.16) lo obtenemos de la expresion (3.17) y de las funciones
de onda 1, v ¥ dadas anteriormente. Este elemento matricial es de la
forma

o _ eE°

" \/WagL Vmadl?

[e'¢) ™ 2m
7= / rgdre_”/ao/ sen 9d96_“’”“’59/ d¢ cos
0 0 0

donde 6 es el angulo entre los vectores k y 7 como se ve de la figura.
Para hacer la integral anterior se toma la direccion del vector k& como el

/d3re_2k”°ser cos e/ = Z, (3.18)

con



40 / Lecciones de Mecanica Cudntica

eje azimutal (eje z, como lo dijimos anteriormente) lo cual implica que
d®*r = r2drdQ = r’drd¢sin 0df. Igualmente hagamos uso del teorema
de adicién de los momentos angulares el cual me permite relacionar el
angulo 0" con O y el angulo de integracion 6, donde 0z = 6, es el &ngulo
entre el vector campo eléctrico E y la direccién del vector de onda k
del electrém saliente . Dicho teorema aplicado al presente problema nos
dice que
l

47
Y ()Y (Q

Py(cos®) =
donde P;(x) son los polinomios de Legendre de argumento = y Pi(x) =
x, lo cual implica que

4
cost = = [V1(Q)Via(9) + ¥ip(Q)Yi0(Q) + Y7y (2)Yi 1 ()]

= cosfgcosf + sinfg sin 0 cos(dp + @).
donde se ha hecho uso explicito de los siguientes esféricos armonicos:

Yi41(Q) = F(3/8m)/2sin 0eF | Y1 4(Q) = (3/4m)/2 cos 6.
La integracion sobre el angulo ¢ es entonces

2m 2m 2m
/ dpcosl = / d¢ cos 0 cos 0 + sin O sinQ/ do cos(pp + @)
0 0 0

27
= cosfgcosf / d¢ = 2w cos O cos 6.
0
De esta manera la integral Z en (3.18) toma la forma
T =2mcosfp / r3drer/ / df sin 6 cos fe= 030, (3.19)
0 0

Para hacer ahora la integral sobre la variable # hacemos la substitucion
de variable x = krcos6 lo cual implica dx = —krsinfdf, obteniendo
luego de la integracion por partes la expresion

sin(kr)  cos(kr) .

" : —ikrcos@ __
/0d981n9(:0896 = -2 (or)? + 1 ()
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Haciendo finalmente la integral radial se obtiene la expresién

32mie E%kaj cos O

Vo = — 3.20
= D)L+ R 320

cuyo modulo al cuadrado es
Vo2 = (32meEgka cos Og)? (3.21)

(maL3)(1 + k2a3)8

expresion que debemos reemplazar en la ecuacién (3.16).

Densidad de estados finales

Necesitamos enseguida evaluar la densidad de estados finales de una
particula libre de energia

Ey = B*K*/2m, = By + hw = —m.e* /2R + hw, (3.22)

es decir, la densidad de estados para una particula para la cual se
satisface la relacién de conservacion de la energia. Esta densidad puede
encontrarse del conteo de los valores permitidos del vector de ondas k
para una particula en una caja de lado L, cuya férmula de cuantizacién
esta dada por la relacién k; = 2mn; /L, para j = z,y,2=0,1,2,3,....
Tenemos de esta manera que en el rango dk,dk,dk, = k2dkdS);, habra un
nimero de estados d®>n dados por

p(k)dE, = dn.dn,dn, = (L/2r)*dk,dk,dk,
= (L/2m)*k2dkdQy = (L/27)*k*dkdgy, sin 0,d0y,

con k = /kZ + k2 + k2 la magnitud del vector niimero de onda el cual
toma un valor constante debido a la ley de conservaciéon de la energia
y dS2;. es el elemento infinitesimal de angulo sélido en torno al vector
E, la direccion de salida del electrén la cual no esta definida de manera
univoca.

Tenemos entonces que

p(k)dEy, = (L/27)*k*dkddrpdSy,
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con

dEy = d(R*k?/2m.) = h2kdk /m.,

lo cual implica finalmente que la densidad de estados finales entre k
y k + dk que satisfacen la conservacién de la energia implicita en la
ecuacién (3.22) y que estan abarcadas en el déngulo sélido d|Omegay, es

2 kdQy. (3.23)

Rata de ionizacion

Para obtener la probabilidad de ionizacién por unidad de tiempo,
debemos de reemplazar las férmulas (3.21) y (3.23) en (3.16), obtenien-
do de esta manera la expresion:

128m, (e*E2af cos? Op)

Wen = "5 (1 + Pad)s

K> dSy.. (3.24)

expresion que como puede verse es independiente de las dimensiones de
la caja L y es proporcional a cos? 8z = cos? 8y, lo cual tiene como signifi-
cado fisico que la ionizacién tiende a producirse en la direccién del cam-
po eléctrico que la induce. Para obtener la rata total de ionizacién Wy,
debemos hacer la integracién sobre el angulo sélido d€2; = sin 0,.dOd ¢y,
es decir

128m. (e?E2a})
m2h? (1 + k2al)

Wkn = /den = 6]€3/COS2 deQk (325)
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