2 Aproximacion semiclasica

Estudiaremos en este capitulo el limite clasico de la mecanica cuanti-
ca y lo aplicaremos en la llamada aproximaciéon WKB (por Wentzel,
Kramers y Brillouin), también conocido como aproximacién semiclasi-
ca.

2.1 Trigesimo cuarta Lecciéon

Estudiaremos en esta leccion el limite clasico de la mecénica cuanti-
ca y justificaremos la forma matematica de la funciéon de onda en dicho
limite. El formalismo que presentaremos en esta leccién constituye la
base de la llamada formulacion de onda piloto de la mecanica cuantica,
desarrollada por Louis de Broglie y David Bohm.

2.1.1 El limite clasico

El modelo matemético de la mecanica cudntica contiene al de la
mecanica cldsica en un determinado limite (més no viceversa). La pre-
gunta es: en que momento, o bajo que circunstancias se d& este limite?

En mecénica cudntica se describe un electrén (un sistema fisico en
general) por una funcién de onda o un vector de estado, el cual es fun-
cién de las variables del espacio de configuracién y del tiempo. Dicha
funcion es solucién a la ecuacién de Schodinger, una ecuacion diferen-
cial lineal en derivadas parciales y tanto la funcién, como sus prime-
ras derivadas espaciales, deben satisfacer determinadas condiciones de
frontera. En mecanica clasica un electron, el cual se identifica con una

17



18 / Lecciones de Mecdnica Cudntica

particula puntual, se mueve en una trayectoria clasica (6rbita), la cual
estd completamente determinada por la solucién de las ecuaciones de
movimineto (leyes de Newton) una vez conocidas las condiciones de
frontera del problema.

Una correlacion en cierto sentido similar a la existente entre la
mecanica cuantica y la mecanica clasica existe en la electrodinamica,
entre la Optica ondulatoria y la éptica geométrica. En la éptica on-
dulatoria, las ondas electromagnéticas se describen por los vectores de
campo eléctricos y magnéticos los cuales satisfacen un sistema determi-
nado de ecuaciones diferenciales lineales (las ecuaciones de Maxwell).
En la éptica geométrica, la propagacion de la luz se describe por trayec-
torias determinadas llamadas rayos. Esta analogia nos permite concluir
que el paso limite de la mecanica cuantica a la mecanica clésica se da de
manera similar al paso limite que hay entre la éptica ondulatoria y la
Optica geométrica.

Veamos de que manera ocurre el limite en éptica. Sea U una com-
ponente cualquiera de un campo en una onda electromagnética, la cual
podemos escribir de la forma U = Uye™ con la amplitud Uy y la fase
¢ = (k.7+ wt) cantidades reales. El caso limite de la éptica geométrica
corresponde a longitudes de onda A = 27/ |E| muy pequenas tales que
la fase ¢ (llamada en déptica geométrica el “eikonal”) varie muy poco
sobre distancias pequenas, lo cual significa que uno puede suponer un
valor muy grande en valor absoluto, para la fase ¢.

De manera similar en el caso cuantico podemos partir de la hipote-
sis que nuestra funcién de onda 1 la podemos escribir como ¥ = Age™®,
con la amplitud Ay una funcién real de las coordenadas del espacio de
configuracion y el tiempo la cual varia muy suavemente y la fase real
¢ tomando valores muy grandes. Sabemos igualmente que en mecénica
clasica la trayectoria de una particula se puede determinar de un princi-
pio variacional que estipula que la accién S de un sistema mecéanico debe
ser minima (principio de minima accién o de Hamilton). En la 6ptica
geométrica la trayectoria de los rayos estd determinada igualmente por
un principio de minima accién llamado el principio de Fermat, el cual
establece que el camino 6ptico de un rayo de luz debe ser tal que su
diferencia de fase del principio de su trayectoria al final de la misma,
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debe ser minima.

Partiendo de esta analogia podemos suponer que la fase ¢ de la
funcion de onda en el limite clasico debe ser proporcional a la accién
mecanica S del sistema fisico, es decir ¢ ~ S, con la igualdad obtenida
mediante el uso de un coeficiente de proporcionalidad el cual debe tener
unidades de accién (Joules por segundo). La constante fundamental que
tenemos a mano con estas caracteristicas es

h=1.054 x 107** Jouls.Seg,

la constante de Planch h dividida por 2.
De esta forma, la funciéon de onda de un sistema fisico cuasi clasico
la podemos escribir de la forma:

P = Age™, (2.1)

con |1)|?> = A2 una probabilidad. Que S en (2.1) es la accién clésica lo
podemos ver a través del siguiente desarrollo.

2.1.2 Ecuaciéon de Bohm-de Broglie

Veamos la forma que adquiere la ecuacion de Schrodinger

N
iy = =5 =V + V(i ), (2.2)

cuando la funcién de onda es de la forma ¢ = Ay con Ay y S
funciones reales. Utilizando

oY is/n 040 | 1A OS

a — S T )

S o Ao
Vi = eZS/h(VAO+ZTOVS)

- , = . i Ag
Vi =V.Vy = 5/ [%vs. (VAO + %’vs) + V24,

i o iAge,
_VALVS + 2v2s
+ VALV + =0V }
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lo cual reemplazado en la ecuacién (2.2) y suprimiendo el factor comin

e™S/" nos da la ecuacién
L 0A) 0S —h?[2 - Ay 1Ay

04, Ay — o 24, + 026|174
Zh@t Oﬁt Y hVSV 0 hVSVS—{—V o+ hVS—l—V 05

(2.3)
ecuacion que contiene una parte real y una imaginaria. Tomando pri-
mero su parte real tenemos

h2

Ay oo
95 _ 2 (5.98) + VA - VA, (2.4)

"ot~ 2m

de la cual podemos despreciar el término proporcional a A% el cual es
muy pequeno comparado con los demés términos; luego de eliminar el
factor comun Ay obtenemos la ecuacién

9 i(VS) V=0, (2.5)
ot
ecuacion conocida en la mecanica clasica como la ecuacion de Hamilton-
Jacobi para la accion clasica S. De esta manera justificamos la presencia
de la accién clésica en la funcién de onda ¢ = Age®/".
La parte imaginaria de la ecuacién (2.3) la podemos escribir como

m% = —@vs VA — ﬂAOVQS

la cual, luego de cancelar el factor comun ¢A y multiplicar por 2A4,
podemos escribirla de la forma

A2 ,VS
W—FV(A m) 0, (2.6)
ecuacion que podemos interpretar fisicamente como la ecuacion clasica
de la continuidad de la densidad de probabilidad ||> = AZ ya que
VS/m = j/m = ¥ es la velocidad clésica con que se mueve el sistema
fisico.

En el formalismo de Bohm-de Broglie de la mecanica cuantica se
incluye el término —h?V?A,/(2m) que hemos despreciado. La nueva
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hipétesis es que la ecuacion fundamental de la teoria es la generalizacién
cuantica de la ecuacion de Hamilton-Jacobi, la cual toma la forma

9 1 - .,
o 5 (VS +Vr =0, (2.7)

con Vp = V(7 t) + V, donde V,,, es un potencial cudntico que corrige
el potencial clasico V(7,t), el cual es de la forma
h* V2 A,
2m AO ’

Vi = (2.8
potencial que entra a jugar un papel relevante en la teoria, cuando
el espacio de fase del sistema fisico unidimensional es del orden de A
(recuerde que el espacio de fase es un reticulo en un espacio cartesiano
de las coordenadas y los momentums lineales).

La dualidad onda particula en esta formulaciéon de la mecanica
cuantica aparece de manera simple, cuando se le asocia al electron
un caracter ondulatorio a través de la ecuacién de Schrodinger (2.2)
y simultaneamente se le asocia a la particula masiva la ecuaciéon de
movimiento (2.7) que llamaremos ecuacion de Bohm-de Broglie, la cual
tiene por solucién

dv 5 -
mo = —VV(7,t) = VVn, (2.9)
la cual nos permite mirar el electréon como una particula de momentum
7 = VS sometido no solo al potencial clasico V(7) si no también al
potencial cuantico Vi, el cual es el dominante cuando el espacio de

fase del sistema fisico es del orden de fi. La coneccién entre la accion
clasica S = [ L(q, ¢; dt)dt y la funcién de onda 1 estd dada por (2.1).

2.2 Trigesimo quinta Leccién

Abordaremos en esta leccién el estudio de la aproximacién WKB
(por Wentzel, Kramers y Brillouin), también conocida como la aproxi-
macién semiclasica.
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2.2.1 La funcion de onda semiclasica

Si la longitud de onda de de Broglie para las particulas del sistema
fisico son pequenas, comparadas con las dimensiones del sistema bajo
consideracion, entonces decimos que las propiedades del sistema son
semiclésicas.

Haremos a continuacién un estudio mas detallado de las propiedades
de los sitemas semiclasicos. Para este efecto, hagamos en la ecuacién de
autovalores de la energia o ecuaciéon de Schrodinger para n particulas

—Vz E— = 2.1
> g Vi (B V) =0 (210)
Jj=1
el reemplazo

Y = Ce'/n, (2.11)

con C una constante de normalizacion y o una expresiéon compleja.
Reemplazando (2.11) en (2.10) obtenemos para la funcién o la ecuacion
(luego de eliminar el exponencial comun)

1 = ih s
Z%(vp) Xj:Q—mjvo_E V. (2.12)

J

Hagamos ahora una expansién de ¢ en potencia de h. Tenemos

h h,
O—:UO+?O—1+(Z) 02+...,

donde o, 7 =0,1,2,... son elementos reales. Empecemos por analizar
el caso mas simple, es decir, el de una particula puntual de masa m
moviéndose en una sola dimensién z. Para este sistema la ecuacion
(2.12) toma la forma
1 th
—0?— —0"=E-V(z), (2.13)
2m 2m
donde la prima significa derivada con respecto a la variable x. Empe-
cemos por tomar la aproximacion de orden cero, es decir, hagamos en
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la ecuacién (2.13) la aproximacién o &~ 0( y despreciemos términos del
orden de A, tenemos

1
%0(3 =E—V(z), (2.14)

la cual tiene por solucién

oy = i/dx\/Qm[E —V(z)] = i/dmp(x), (2.15)

donde p(z) = \/2m[E — V()] es conocido como el momentum cldsico.

El ana1131s anterlor tiene sentido fisico siempre y cuando el término
que despreciamos en la ecuacién (2.13) sea pequeno comparado con los
demads términos; es decir, se tenga que

o d h d h 1 dA
Al =1l =l (Ol = o << 1, (216
donde de conformidad con la ecuacién (2.14) hemos usado en primera
aproximacién p = o’. Lo anterior establece la condicién de semiclasisis-
mo la cual consiste en tener la particula una longitud de onda (de de
Broglie) que varie muy poco en el spacio. Las férmulas aqui derivadas
tienen validez siempre y cuando se satisfaga esta condicion.
Clasicamente podemos escribir la condicién (2.16) de la siguiente
manera

d h - dp mh,  dV
—(=) = hl——|= — 2m[E -V — |- =
=G| | = e IE V@] = S -
donde F' = —dV/dx es la fuerza cldsica que siente la particula en el

campo exterior V' (z). De estd tltima relaciéon podemos ver que la apro-
ximacion semiclasica no se puede aplicar cuando el momentum de la
particula p es muy pequeno, lo cual ocurre sin lugar a dudas en aquellos
puntos en los que £ = V(z), llamados puntos de rebote clasicos. En
estos puntos la longitud de onda de de Broglie tiende a ser infinita y
no podria considerarse de ninguna manera como pequena.
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Calculemos ahora la aproximacion oy en la expansion de o
5—(op + ;‘71)2 - %(00 + ;Ui’) =FE—V(z), (2.17)

la cual, despreciando términos de orden A% implica

2h
ol + ——oho) —ihoy = 2m(E —V); (2.18)
i
es decir ,
oho! + % =0, (2.19)

de la cual obtenemos

" 1 / 1 d d
90 _ P 2% () = ———(n/p), (2.20)

/—_
1= 20, 2p 2dx

la cual podemos integrar para obtener

o1 = —In\/p. (2.21)

Agrupando todos los resultados anteriores tenemos que la funcién
de onda en la aproximacion semiclasica la podemos escribir como

) ) ) +i [dxp +1 [pdx
h e h € h
Y Cenl0tio) = Cen®et = Cleti [ pdee=Invp — ¢ =C

eln VP \/I_?

Es decir, la funcién de onda en la aproximacion semiclasica, solucion
a la ecuacién de segundo orden, la podemos escribir como

eéfpdx e—%fpdx
2 )
VP /P
con C y (5 constantes arbitrarias, como corresponde a una solucién
general de una ecuacién diferencial de segundo orden.
La presencia del factor 1/,/p en la funcién de onda anterior admite
una interpretaciéon fisica simple, ya que la probabilidad de hallar la

particula entre z y 2 +dz estd dada por el médulo cuadrado [+|? la cual
es proporcional a 1/p que es precisamente lo que debiéramos esperar

U(x) = Ch (2.22)



Aprozimacion semicldsica / 25

para una particula cuasiclasica, ya que dicha probabilidad debe ser
proporcional al inverso de la velocidad (o el momentum) con que se
mueve la particula.

Para una regién del espacio donde E < V(z), la cual es no ac-
cesible cldsicamente, el momentum cldsico es imaginario puro (P =
V2m[E — V(x)]) = iy/2m[V (z) — E] = i|p| y podemos escribir la fun-
cién de onda semiclasica dentro de esta region de la forma

w( ) o e_%ﬂp‘dz Cle%ﬂp\diﬂ
T) = + IR
bVl >Vl

expresion de nuevo valida siempre y cuando estemos alejados del punto
de rebote clésico £ = V(x).

(2.23)

2.2.2 Condiciones en la frontera

Sea x = a un punto de rebote cldsico, es decir, sea £ = V(a) y sea
V(xz) > F para x > a, de suerte que la regién a la derecha del punto de
rebote es clasicamente inaccesible. Como en el limxz — oo la funcion
de onda debe de anularse, entonces la funcién de onda a la derecha del
punto de rebote clasico debe ser de la forma

6_% fam |p|d$
2¢/Ip|

A la izquierda del punto de rebote, la funcién de onda sera entonces de
la forma

P(xr >a)=C (2.24)

o e et Jo pdz g e~ Ja vz (2.25)
r<a)=0 + Cy . .
VP VP

Como manejar el problema en el polo £ = V(x), donde la solucién
semiclasica no es valida? En la vecindad de estos puntos el reemplazo
de la ecuacién de Schrodinger por la ecuacién (2.13) no es aceptable.
Para obtener la soluciéon completa, la que incluya los puntos donde F =
V(z), una solucién exacta a la ecuaciéon de Schrodinger debe proveerse
y un empalme de la soluciéon exacta y la soluciones aproximadas debe
obtenerse en puntos en la vecindad de los polos. Dicha solucion exacta
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no esta disponible en la mayoria de las situaciones de interés y en la
practica no es necesario conocer dichas soluciones ya que todo lo que
necesitamos saber es como relacionar las soluciones de la aproximacion
WKB a lado y lado de las singularidades; en otras palabras, hallar
una relacion entre los coeficientes C, C; y Cy en (2.24) and (2.25).
El método matematico de resolver el problema consiste en hacer una
continuacion analitica de la variable z, es decir, tomarla como compleja
y hacer una rotacién compleja (llamada rotacion de Wick) alrededor
del punto (z = a), de tal manera que la solucién a derecha del polo
coincida con la solucion a izquierda del mismo. El método mateméatico
riguroso esta fuera del alcance de estas notas y aqui solo prsentaremos
los resultados finales, es decir, las condiciones de acople entre las dos
soluciones las cuales son Cy = Ce™/*/2 v C) = Ce'™*/2, de suerte
que la funcién de onda (2.25) toma la forma final

1 [ 1 [
Y(r <a)= %COS (ﬁ/a pdaz‘—l—%) = %sin (7_1/35 pdx+%) ,
(2.26)
donde se ha hecho uso de la relacién cosz = sin(3 — x).

Notese finalmente que si en el punto de rebote o infleccion z = a
hubiese una barrera infinita de potencial, la solucién (2.24) tomaria el

valor ¢¥(z > a) = 0y en x < a se deberia de tener C) = —Cy, lo cual
implicaria:
C 1 [
Uv(r <a :—sin—/pdx. 2.27
wa)=Caing [ (2.27)

2.3 Trigesimo sexta leccion

En esta leccién aplicaremos el método WKB a dos problemas: la
penetracién de una barrera de potencial y los niveles de energia de un
pozo de potencial.
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Figura 2.1: Barrera de Potencial.

2.3.1 Barrera de potencial semiclasica

Calculemos utilizando la aproximacion WKB, el coeficiente de trans-
mision a través de la siguiente barrera de potencial unidimensional:

0 @ —co<z<0
V(ie)=«¢ Vo=ce>0 : =0 (2.28)
0 : limzx — +o0,

con V' (x) una funcién positiva, arbitraria, continua y finita en la variable
z, la cual decrece suavemente en el intervalo 0 < 2 < oo, con V(z =
0) =Voy V(zr — o0) = 0 como se muestra en la figura (2.3.1). La
energia total de la particula que incide de izquierda a derecha en la
regién I es tal que E =V (z =b) < Vj, como se puede ver de la figura.
El punto de discontinuidad en x = 0 y el de infleccién en x = b nos
dividen el espacio en tres regiones I, II y III, con funciones de onda
Yi(x), Yr(x) y ¥r(x) respectivamente. Tomemos para comenzar la
funcién de onda en la region I dada por la solucién exacta

Yr(z < 0) = AePie/h - Be~pin/h, (2.29)
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donde A y B son constantes, que de acuerdo a la forma como se han
escrito las funciones, corresponden a una normalizacién a la distribu-
cién delta de Dirac. En la expresién anterior Ae*/" representa una
onda incidente desde —oo hasta la barrera de potencial en x = 0y
Be~##/" yna onda reflejada, con p; = +v2mE = hk; el momentum
lineal constante de la particula libre incidente. En las regiones II y III
trabajaremos con una funcién de onda aproximada, dada por la solu-
cion WKB. De esta manera, la funcién de onda en la regfién II serd de
la forma

6% foz \p(w)\dw 6_% foz |p($)|dx
Yrr(0<z<b)=C + D : (2.30)
Ip(z)]| Ip(z)]

y en la regién III, de conformidad a las condiciones de frontera anali-
zadas en la leccién anterior, tendremos

%fbwp(x)dm
w[[[(.flj) = Few, (231)

con p(z) = /2m[E — V(x)] = hk'(z). La continuidad de la funcién
de onda y de su primera derivada en x = 0 nos permite escribir las
siguientes ecuaciones

C D
N ZORNZION
iki(A—B) = [C\/K(0)— D\/K(0)]/Vh, (2.33)

con k; = vV2mE, K(0) = \/2m(Vy — E) y se ha despreciado en la
primera derivada de la funcién de onda en (2.33) el término proporcio-
nal a dp(x)/dx, como lo pide el limite de validez de la aproximacién
semiclésica.

Ahora, en el punto z = b, las condiciones de frontera propias de la
aproximaciéon WKB nos permiten escribir las siguientes ecuaciones

A+ B (2.32)

C = Fe™)\2, (2.34)
D = Fe /2. (2.35)
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La manipulacién de las ecuaciones (2.32)-(2.35) nos permite escribir
primero

[k — K'(0)]
(ki + K(0)]

de donde podemos hallar el coeficiente de refleccién

B= (2.36)

_BE |k~ K(0))?
AR~ TR+ RO

R

Ahora, para hallar el coeficiente de transmisién T = |F/AJ* debemos
primero normalizar la funcién de onda en la regién (I), de la misma
forma como estd normalizada la funcién de onda en las regiones (II) y
(III) (normalizacién a la WKB). Para esto es necesario definir las nuevas
constantes A = A’/ /p; y B = B'/,/p; (en los textos se suele normalizar
una funcién de onda de particula libre, dividiendo la onda plana por
Vv, con v la velocidad de la particula en la onda incidente, lo cual es
completamente equivalente a la normalizaciéon anterior. Reemplazando
entonces (2.34), (2.35) y (2.36) en (2.32), podemos obtener, luego de
un algebra simple:

C|F2 4R (0)2

T= A " FrrOR

De las expresiones anteriores podemos chequear que R + 1T = 1 como
debiera serlo.

2.3.2 El pozo de potencial semiclasico

Consideremos en este caso el movimiento finito unidimensional de
una particula que se puede mover en la regiéon clasica b < z < aq;
es decir, donde a y b coinciden con los puntos de rebote clasicos. De
nuevo, dichos puntos me dividen el espacio en tres regiones I (z < b),
II (b <x<a)yll (x> a). En las regiones I y III buscamos por
soluciones WKB que decrezcan exponencialmente, es decir tendremos

bz < b) P i (2.37)
r<b)=A—oo——| .
Ip()]
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V(x> a) = BM (2.38)
p(@)] |

con Ay B constantes que se pueden determinar por normaliacién. En la
region a derecha del punto clasico x = a, la funcién de onda estara dada

por
% sin (%/x pdx + %) : (2.39)

En la regién a izquierda del punto clésico de infleccion x = b la funcion

de onda seré o L
T
—sin | — pdx + —) . 2.40
VP (h /b 4 (2:40)

Para que estas funciones sean iguales en toda la region del espacio entre
b <z < a la suma de sus fases debe ser un multiplo de 7, es decir se
debe cumplir que

1 [ T 1 [ T
_ d — — d — =7 2.41
h/xpx+4+h/bpx+4 n'r, (2.41)
conn’ =1,2,3,..., es decir
1 [ T
5, dx+§:(n+1)7r, n=20,1,2,..., (2.42)

siempre y cuando simultaneamente se cumpla la relaciéon C' = (—1)"C".
Todo lo anterior implica que

! bd+”—(+1) (2.43)
i) s+ =(n T, :

lo cual podemos escribir como
j{pdx—i- = 2mh(n + 1/2), (2.44)

que no es mas que la condicién de cuantizacion de Bohr-Sommerfeld. El
método anterior nos ha dado no solo los niveles de energia, sino también
las funciones de onda aproximadas en toda la region del espacio, excepto

en pequenas regiones alrededor de los puntos de infleccion clésicos a y
b.
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