102



Capitulo 5

Fermiones

5.1. Ecuacidon de Dirac

5.1.1. Fermiones de Weyl

Sea 1) un campo que satisface una ecuacién covariante de segundo orden. La parte cinética del
Lagrangiano sin términos de masa y sin términos de interaccién debe tener la forma

1 1
L= §waﬂa,ﬂp — §aﬂwaﬂw — mytoy (5.1)
La Accién debe ser real, de modo que el Lagrangiano también. En efecto
. . 1
? ?
L= (ﬁwTauau¢ _ §auwTauTw) _ m¢TbTw

1 1
= (—Ea“w@,tw + 51#*@“%1&) — mytbly
=L sibl=0b.

Como al aplicar las ecuaciones de Euler-Lagrange a este Lagrangiano debemos obtener la ecuacién
de Scrhodinger

0 ~
—p = H 5.2
iy = 62
con H una funcién por determinar del operador p, entonces
aL =a, (5.3)

El Lagrangiano en ec. puede reescribirse como
L= %waﬂa,ﬂp _ %aﬂ (lar) + %wa“auw — maptby
_ i
= ipla" O np — 50k (vra'y) — mypibp
L =ipta"d,p — myihy (5.4)

Ahora utilizaremos el método desarrollado en capitulos anteriores para analizar el Lagrangiano.
Calcularemos las ecuaciones de Euler-Lagrange, la corriente conservada y el tensor de momento-
energia.
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5.1.2. Corriente conservada y Lagrangiano de Dirac

De la ec. ((5.4))

oL oL
=[5t 7+ [z
o] @)
— il (5.5)
El Lagrangiano es invariante bajo transformaciones de fase globales, U(1)
=P = e R — i), (5.6)
de modo que
0 = —iaa. (5.7)
Por consiguiente
J° = ayTa®y (5.8)

Para que J° pueda interpretarse como una densidad de probabilidad, debemos redefinir el Lagran-

giano en ec. ([5.1]) como

L= L0700 — 500" — miby, (59
tal que
b=yl (5.10)
con
=1 (5.11)

Para que este nuevo Lagrangiano sea real se requiere que,

A=1
nyic = VYu
cbfe=b (5.12)

ya que

l\DI&

i
fyfed, — —ON@DT%EC@ZJ) — mypTbley

DO | .

Pirfed — —8 Riles %czw) — mapibiey

o= (3
¢
(e

= (éi/j%bauw - %@ﬂ/—)%ﬂ/}) — maby)

) _ _
'yicauw — 5@@07,101&) — mpeb e

l\.’)lN

Sin perdida de generalidad podemos hacer b =1, y

= i)y Oup — m, (5.13)
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La nueva corriente conservada contiene
oL
J? [
9 (Oo¢))
=%
= pley
= ly (5.14)
Que podemos interpretar como una densidad de probabilidad. 7 se define como la adjunta de 1.
En general

oL
9 (0ot))

}5¢+5¢7

oL
0 (0u0)

LT oc ;

! O‘[ (m] o+ 0y
o i (—icn)
o< iy (—iay))

— (5.15)

JH = pleym o (5.16)
5.1.3. Tensor momento-energia

oL oL
7000 =~ 0t + 3o¢ - L

0 (0o?)
= ipy°00) — L
= —ipy' O + my,
= (v -p+m)y,
= ¢Te(y - p+m)y,
= T Hy, (5.17)

Ty =

donde

~

H=c(y-p+m) (5.18)
y, como en mecanica clasica usual

(H) = /wﬁw d*z. (5.19)

Ademas

oL oL
T = O + O

9 (0o¥)
= Z'i/_J’YOaﬂ/J
= (=it (5.20)
de modo que

= /qﬂf)@bd?’x (5.21)
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5.1.4. Ecuaciones de Euler-Lagrange

Queremos que el Lagrangiano de lugar a la ecuaciéon de Scrondinger de validez general

0 -
i = HY (5.22)

con el Hamiltoniano dado en la ec. (5.19)), que corresponde a un Lagrangiano de sélo derivadas de
primer orden y covariante, en lugar del Hamiltoniano para el caso no relativista.

De hecho, aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange para el campo 1 al Lagrangiano en ec. ([5.13|)
,tenemos

oc | _oc_
a0y |~ o9
oL
— =0
o
iyt o, —map = 0. (5.23)
Expandiendo
7’00 + iy ) — map = 0
7000 — 7 - (—iV ) — mip = 0,
00 = (v - P+ m),
de donde 5
i7°25¢ =7y p+m). (5.24)

Comparando con ecs. ((5.22)) y (5.18]), tenemos que

c=7
2 =1, (5.25)
De la ec. )
="y p+m), (5.26)
y de la ec.
PR = At (5.27)

A este punto, sélo nos queda por determinar los parametros v*.
La ec. (5.22)) puede escribirse como

(i% - H) Y =0. (5.28)

El campo 1 también debe satisfacer la ecuaciéon de Klein-Gordon. Podemos derivar dicha ecuacion

aplicando el operador 5
= f
( ot )
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De modo que, teniendo en cuenta que dH /ot =0,

0 - 0 -
0 N[0 o\

(oH Oy O,
+z< >¢+2H6t—zHat+H¢—0

82 s 2
— +H = 0.
(o5 %) ¢
De la ec. (5.26)), y usando la condicién en ec. ((5.25)), tenemos

H* = (Y- -P+r%m) (Y -P+Ym)
= (v - P)(Y0Y - P) + MY - PYo + Mgy - p+m°

Sea
B=7"
of =y
v = pa’

A~

H* = (a-p)(a - p) +mee- pf+mpba - p +m?
= (a-p)(a-p)+m(af+ fo) - p +m’
Sea A una matriz y 6 en un escalar. Entonces tenemos la identidad
(A-0)2 =" A%g" + Y {4, A7} i
i i<j
Entonces

H? =a2p? + Z {ai, o} pip; +m(ewf + Boy)p; +m®

i<j
(suma sobre indices repetidos). Si
a? =1
{ai7 aj} =0 { 7£ j
Oéiﬁ + 6%- =0

H? = -V +m?

y reemplazando en la ec. (5.29) llegamos a la ecuacién de Klein-Gordon para 1

(8—2—V2+m2)w20

ot
(O+m*) v =0
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(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)
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En términos de las matrices v# las condiciones en ec. ((5.35]) son
7 =1
adl =1 70,)/2',)/0,}/1' _ _71'2 —1 ,yiQ — _1
7+ = {1 =0
De modo que
{o/, '} =" +%97% =0 i #j
=Y =9 =0 i
YA+ =0 i #]
(V=0 i#j
Las ecuaciones (5.38))(5.39)) pueden escribirse como
{77} = A+ =29
donde
7 ="

Ademas, de la ec. (5.27)),

PoAIA® = 4.

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)

Cualquier conjunto de matrices que satisfagan el dlgebra en ec. (5.40) y la condicion en ec. ((5.42), se

conocen como matrices de Dirac. A 1 se le llama espinor de Dirac.

En términos de la matrices v, el Lagrangiano de Dirac y la ecuacién de Dirac, son respectivamente

de las ecs. (5.13) y (5.23)
L= ’l/} (nyuau - m) wa

iy O — map =0,
donde

5.1.5. Propiedades de las matrices de Dirac

De la ec. (5.42)

P =20 = {Vj:fvocﬂ P Niq'
V= =y p=i
Definiendo
V5 = 1N0N172Y3:
entonces,

(5.43)
(5.44)

(5.45)

(5.46)

(5.47)

(5.48)
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Teniendo en cuenta que 72 x 1 y conmuta con las demés matrices, tenemos por ejemplo

V53 =1Y0MN275 = 131007Y2 = —13iN0M2Y3 = —V375

V5V2 = — 10NV = — Vi3 = — V2023 = — V25

Vs =077 = 100278 = — i1V = — N5

V5Y0 =i10M7273%0 = —VoinV2Vs = =05 - (5.49)

De modo que
{75} =0. (5.50)

Expandiendo el anticonmutador tenemos

Y5 = —V5Vu
VsV Vs = —Vu
Tr (v57.75) = — Tr,
Tr (v5757) = = Try,

Try, = —Tr,, (5.51)
y por consiguiente
Tr~, = 0. (5.52)
Si
Vo = UfyMUT, (5.53)

para alguna matriz unitaria U, entonces 7, corresponde a otra representacion de algebra de Dirac en

ec. (5.40), ya que

{3,3"} = {Uy"U", Uy U}
=U{y", v} U!
= 2" U Ut
— 29", (5.54)

Claramente, la condicién en ec. se mantiene para la nueva representacion. Como v es hermitica,
siempre es posible escoger una representacion tal que 4y = U~oUT sea diagonal. Como 12 = 1, sus
entradas en la diagonal deben ser £1, y como Tr 7, = 0, debe existir igual nimero de +1 que de —1.
Por lo tanto la dimensién de vy (y de 7,) debe ser par: 2,4, .. ..

Si U =~Y, entonces 7° =% y ' = —+%.

Para una matriz de n dimensiones existen n? matrices hermiticas (o anti-hermiticas) independien-
tes. Si se sustrae la identidad quedan n* — 1 matrices hermiticas (o anti-hermiticas) independientes
de traza nula. En el caso n = 2 corresponden a las 3 matrices de Pauli. En el caso de la ecuacién de
Dirac se requieren 4 matrices independientes, por lo tanto deben ser matrices 4 x 4. En efecto para
n = 4 existen 15 matrices independientes de traza nula dentro de las cuales podemos acomodar sin
problemas las 4 v*. En la Tabla [5.1] se muestran las matrices de traza nula con sus propiedades de

transformacion bajo el Grupo de Lorentz. En la tultima se muestra el correspondiente escalar en el
espacio de Dirac ¢I'.
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Matriz I Transformacion Numero | Escalar en Dirac
1 Escalar (S) 1 Y
Y5 Pseudoescalar (P) 1 Y51
o Vector (V) 4 Pyt
YuYs Vector axial (A) 4 VY5
O = % [V, 7] | Tensor antisimétrico (T) | 6 Vo,
16

Tabla 5.1: Matrices I';.

5.2. Electrodinamica Cuantica

Para hacer el Lagrangiano en ec. (5.43)) invariante gauge local bajo U(1)g, procedemos de la
forma usual. El campo transforma como

¢ N ¢/ — efiQG(:p),lp
h— 1 = pe' ) (5.55)

La derivada covariante se define de manera que transforma de la misma forma que el campo, intro-

duciendo el campo gauge A"
o' — DI = 0" —ieQA" (5.56)

El Lagrangiano correspondiente a la interaccion de un fermién y el campo electromagnético es
L =1 ("D, —m)y — TF*™E,,, (5.57)
y es invariante bajo transformaciones locales U(1)g. Desarrollando la expresiéon anterior, tenemos
L= [iv" (0, —ieQA,) —m| ¢ — }LFW/F#V
=Y (iv"0, — m) ¢ + eQUy* YA, — LFWF,,. (5.58)
Aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange para v, tenemos
(170 — m)Y + eQy* Ay = 0
(iv"0, — i*eQy" A, — m) =0

[iv" (0 — teQA,) —ml|p =0
(iv"D,, —m)y = 0. (5.59)

Que corresponde a la ecuacion de Dirac en presencia del campo electromagnético. Mientras que para
el campo A*, tenemos

1 FoE, _ 0A,
T4 [8(%”)] O 4, 70
O F" = —eQuy 1) (5.60)

Definimos entonces la corriente electromagnética generada por el fermiéon como

" = —eQuy"y. (5.61)
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De nuevo, la aparicion de la interaccion electromagnética es una consecuencia de la invarianza gauge
local.

El célculo de la corriente para una invarianza de fase global es

oL oL
JH o ————1h + 6
700" " 5 0.9)
o Pytap. (5.62)

y para la ecuacién de Dirac, a diferencia de la ecuacion de Schrodinger, la corriente de probabilidad
tiene la misma forma que la corriente electromagnética.

5.3. Cromodinamica Cuantica

Los protones, neutrones, piones, kaones y demés hadrones, son particulas compuestas de constitu-
yentes elementales llamados quarks. Por ejemplo los protones, neutrones y piones estan constituidos
de quarks up y down. Los hadrones estan dividos en bariones, B, constituidos de tres quarks, y los
mesones, M, de dos. Para satisfacer el principio de exclusion de Pauli, y justificar el confinamiento de
los hadrones, se requiere que cada quark contenga N, cargas diferentes, llamadas cargas de color, de
manera que la carga de color de un hadrén sea cero. Muchos resultados experimentales respaldan la
existencia de tres cargas de color para cada quark, N. = 3. De este modo cada quark ¢ = u,d, c, s, t,b
viene en tres colores

Qo = q1, 92,93 = Gry Qb Q) (5.63)

donde los tltimos subindices hacen referencia a los colores red, blue, green. De este modo los Bariones
y mesones estdn descritos por combinaciones singletes de color del tipo ¢.qvq4 y ¢-Gr,

1 1
B=—¢€,3 ¢ M= —§%q, 5.64
7 v 100450) 7 |Gaqs) (5.64)

Estos estados son singletes de color, ver problema [5 [2] Una de las determinaciones de N, proviene
del observable

o(ete” — hadrones)
R (5.65)

Para f = u,d, s,c,b,t, (en orden de masa) tenemos que para una energia donde se pueden producir
hadrones compuestos de hasta quarks fiax

Sy ey o(ete” — fofa)
olete” — ptp)
Zf““‘“ a(ete” — ff)
RN S (5.66)

R~
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Jhy . E{
10° R Wi(28) 7 z1
"
2 : ,.I
10 0
)
10 ; ) S
}’! \y ¢ o it BREEEE RSt LR [y
1 e W ;
; V5 [GeV]
10

1 10 10°

Figura 5.1: Datos para R

De este modo R esta dado por la suma de las cargas eléctricas al cuadrado

2
e e
m
fnlax
2
_NCZQf
(NC[(§)2+2(_?1)2] = %NC f:uvdasa fmaxzs
= NCP(%)Q + 2(%1)2] = 1970Nc Jmax = ¢
| N2 +8(50) = BN S =0
(2 Nc = 37 fmax =S
= 13—0 NC == 37 fmax = C (567)
11
\ 3 N, =3, fmax =b

En la figura, tomada de [5], se muestra el grafico de R con respecto a /s (la energfa de centro de
masa de la colisién). Se observan dos escalones, uno que va hasta una energia /s ~ 4GeV que
corresponden a f = u,d, s, y otro hasta /s ~ 40 GeV que corresponde a f = u,d, s, ¢, b. El valor de
R es compatible con el esperado de la ec. . Como referencia también se senalan los valores para
N. =4 (en rojo).

Si queremos que el color sea una carga conservada como la carga eléctrica, o la de isospin débil, esta
debe ser la consecuencia de una simetria gauge local. Para tener tres cargas diferentes la posibilidad

mas simple es imponer la simetria SU(3),, tal que tengamos un vector compuesto de 3 espinores de
Dirac en el espacio de color:

(0 qr
v (u)|-(a]. (5.68)
Py qq
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El Lagrangiano de Dirac con invarianza gauge global SU(3), para un quark, se puede escribir como

Latobal = 190, ¥ — mIW, (5.69)
donde \

U 0 = exp (ma?) . (5.70)
a=1,...,8 A;/2 son los ocho generadores de SU(3) y 0, son los pardmetros de la transformacién
global.

En un anélisis similar al de la seccion tenemos que la Accién invariante gauge local bajo
SU(3)., se obtiene de reemplazar la derivada normal por la derivada covariante (ver ec. (3.195)))

- - 1
Liocal = (YYD, U — mU¥ — 5 Tr (G"'GL), (5.71)
donde
: A
U — ¥’ = exp z@a(m)? U
/ : A?
D,V — (D,V) = exp [z@a(x)g] D,V, (5.72)
con \
D, =0, — igsgaGZ =0, — 19sG,, (5.73)

con la definicién de esta matriz 3 x 3 similar a la de la ec. (3.178))

(G@M:(%Qwag (5.74)

En términos, la transformacién de los campos gauge esta dada por

GWA@W:UWU—§@Wﬂﬂ (5.75)

Similarmente, definiendo la matriz 3 x 3, como se hizo en la ec. (|3.188|)

IU/:iDM DY :ﬁ HY
G gs[ D] = 5 G, (5.76)
donde N
G = 0"Gl — "Gl + g [ GYGY = G + g, [ GLGY, (5.77)
con ~
G = o'GY — 0"GH (5.78)

y £ son las constantes de estructura fina de SU(3)

{)\“ AP

A°
— — — 9 abc—
2,2}—2]” 5 (5.79)
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Definiendo el producto vectorial de SU(3) como
(A x B), = fucA"B°, (5.80)

si G* es un vector en el espacio SU(3) con las 8 componentes G*, podemos escribir la ec. (5.77)
como en la seccién [3.7]

G = 9G¥ — "G + 9,G" x G, (5.81)

donde G" es el vector en el espacio SU(3) con las 8 componentes G#*. Expandiendo el Lagrangiano

en ec. (5.71)), tenemos
N7 ; )\a a T/ 1 veva
L =1U~" ((‘9“ — zgng“) U —mU¥ — ZG{; G

=iU~"0, ¥ VAV ] “AQG“\P 1G“”G“

=¥y " —m + gs ’)/ ? m - Z a 1%
T \T T/ )\a a 1~ v a

=10y, ¥ — mUW 4 gS\D’y“E\IJGu — ZGZ G

1 ~ ~

-3 (gSGZ” Faae GLGE + g, fGEGHGE, + g?,fabcfadeGgG’C’GZGl‘i) (5.82)

L= »Cglobal + £gauge + ESI7 (583)
donde

»Cglobal :Z'\I/’)/Mau\lf - m\iflll
\T )\a a 1~ va
Egauge :gs\:[/’}/u?\I/Gu — ZGZ GMV
1 v v a a v va
=~ (0"GL —0"a) (9,65 — 0.G;) + TG, (5.84)

es la nueva corriente conservada de interacciéon fuerte que surge como consecuencia de la invarianza
gauge local SU(3).

L _
L1 = =7 (0G0 FuaeGAGE + 9. [ GLGLGE, + G2 1™ fua G GLGAGY )

4
_ _%fabcéa G,uGV + g_zfabc]c GquGdGe
= 2 pr b Ye 4 ade™Tp T nwv
2
= (G — 0 Gl) GG — T ™ faa GLGLGGE, (5.85)

son los términos de autointeracccién gauge.
La coorriente de color

oc o oc
TSNS N Nl ey
R TR R T X R TN e R

_ 1
ocz'qfww“(x)%qf — G (g—ayea + fabCGf;ec)
V| o
x = 0@ G = GO — G faaGLo”
_ 1 1
x — ea(z)xpw%xp — (G"™ x Gh) 6" — O(GLO") + 0 0,Gl (5.86)

s
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Quitando el término con derivada total

- A 1
0% 5" o — 6%(x) [qfw?\p + (G xGY) — —ang”} (5.87)
“ s
Eliminndo de nuevo el termino con derivada total, definimos
. W
= —g, [\Ifw?qf + (G"™ x G’;)a} (5.88)

Todas las interacciones estan determinadas en términos de una unica constante de acoplamiento
gs. Las autointeracciones gauge pueden explicar aspectos de la interaccion fuerte como la libertada
asintética, que consiste en que las interacciones fuertes se vuelven més débiles a distancias cortas.

En términos de indices de color la corriente, y las otras partes del Lagrangiano, pueden escribirse
como

Aa
Ji = —g.0""¢’ (7) : (5.89)
af

Note que tanto para la Electrodinamica Cudntica como para la Cromodindmica Cuantica la corrien-
te YI'Y es vectorial. Para las interacciones débiles la estructura es mas complicada y requiere un
conocimiento mas profundo de la ecuacién de Dirac y sus soluciones.

5.3.1. Ecuaciones de Euler—Lagrange

Sigiendo los mismos procedimientos anteriores debemos llegar a los siguientes resultados. Para el
campo ¥

("D, —m)¥ =0, (5.90)
mientras que para los campos G*¥
D,G" =J", (5.91)

donde el vector en espacio SU(3) J” tiene las 8 componentes J” dadas en la ec. (5.88]). Como G es
una matrix 8 X 8, la derivada covariante debe estar en la representacion adjunta como en la ec. (3.249).
La ecuacién (3.267) aplicada a SU(3) es por consiguiente

D,G" =0,G" + g,G,, x G

DG =0,GY + gs fare G G (5.92)
OuG — G+ By
WG = =95 | fare GG + 0y (5.93)
donde
Y b v ST I/)\a
Ja == 9s [ JaeG,GL" + Uy -0
2
=—g, |- (G" xG)) + \iw”ﬁxp
v/)a 92
(5.94)
Como G* = —G"" se sigue que
Avja =0 (5.95)

y tenemos las ocho corrientes conservadas.
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5.4. Soluciones a la ecuacion de Dirac

5.4.1. Lagrangiano de Weyl
En la ec. (5.17)), obtuvimos el Hamiltoniano en ec. (/5.26)

A

H=v%r -p+m)=a-p+m. (5.96)

Una escogencia particular de las cuatro matrices v*, conocida como la representacién de Weyl, o
representacion quiral, puede escribirse en términos de la matrices de Pauli. Escritas en bloques 2 x 2,

tenemos
o_ (0 oo (0 o
v = <Uo 0 %“={_4 o) (5.97)

Con ¢ = 1. Con la matriz de tranformacién

U= % (_11 D (5.98)

podemos obtener la representacién de Dirac, tal que U diagonaliza ~°,

a 0 0 o
7o:<0 —00> %:<_O_i 0). (5.99)

En adelante trabajaremos en la representaciéon de Weyl que en forma compacta es
0 o
b=
y (5“ 0 > (5.100)
donde
ot = (0, 0", 0%, 0%
' = (0, =o', —0? —0?)

(5.101)

Hemos escrito las matrices de Dirac en bloques 2 x 2, y es natural escribir similarmente las cuatro
componentes del campo de Dirac como un par de campos de dos componentes

=)= (5) (2

Donde 11, r son espinores de Weyl de dos componentes. En la representacién de Weyl el Lagrangiano
se puede escribir como

L =itpy"0utp — )
:¢¢T707uau¢ — mytyy

(0 1\[0 ov 01
=iy (1 0) (5# i))Wﬁ_mM <1 0)‘”

, gt 0\ [0 0 1
s o (70 () - e (88) (22)

=i} 510, + ko Oubr — m(Yi g + Vi) (5.103)
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5.4.2. Ecuaciones de Weyl
Las ecuaciones de Euler-Lagrango para el Lagrangiano en ec.(5.103]), dan como resultado

i" 0,1, — mibg = 0
iUu8N¢R — me =0 (5104)

Expandiendo

000y, — i0" Oithy, — mapg = 0
100 R + 0 Opbr — mipr =0 (5.105)

que pueden escribirse como

i0gr — 1o - Vi —mipp =0
100Yr + 10 - Vipgp —mapy, =0 (5.106)

Para el Lagrangiano invariante gauge local U(1) en ec.(5.57)), tendriamos

i&“DMwL — m¢R =0
Z.O'NDM@Z)R - m¢L =0 (5107)

Expandiendo, para D" dado en la ec.(5.56)), con ¢ = —e

D, =0, +iqA, (5.108)
Tenemos
i(9o + iqAo)hr, — 10" (8; + iqAi) L — mypr =0
(0o + iqAo) YR + i0'(0; + iqA;) YR — mapy, =0 (5.109)
de donde

(100 — qAo)br — 0" (i0; — qA) Y, — mabg =0
(100 — qAo)r + 0'(i0; — qA) bR — maby, = 0 (5.110)

5.5. Espin
El momento angular esta descrito por el algebra

Si dos operadores no conmutan no es posible conocer sus autovalores simultaneamente. Sin embargo

A~ A

[Li, L*] =0 (5.112)

y por convencién podemos escoger (L.) y L? como los dos observables de momento angular.
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Las matrices de Pauli forman una representacién del algebra de momento angular
[Si, 8] = €Sk (5.113)
donde el operador de espin se define como

S =L (5.114)

Los autovalores del operador de espin son entonces

S, (Z) = (Z) (5.115)

que corresponde a autovalores A = £1/2 con autovectores

1) = (3) 1) = (‘f) (5.116)

que son autoestados de espin up y espin down respectivamente. Una funcién de onda de espin ha de
poder expandir en términos de estos autoestados

) =al 1) +el 1) (5.117)

donde |c1|? y |ea|?* corresponden a las probabilidades de encontrar el estado con espin up o espin
down respectivamente. Ademas
’C1|2 -+ |C2‘2 =1 (5118)

y % es un espinor. La ecuacién de Scrodinger para un espinor es, por ejemplo

z‘a% = Hyp (5.119)
donde
W = <¢1> (5.120)
V2

con 1; las funciones de onda convencionales. Dicha ecuaciéon debe ser invariante bajo rotaciones en
el espacio de espin

)

Yr — Yy = exp(i%@-)wa- (5.121)

Esta es justo las ecuaciones que aparecen cuando se hace m = 0 en la ec.(5.106]). Para ¢y
H=ioc -V=-0-p (5.122)
con

L = iphotdbr
= i hdr + i ko' Onbg
— i Byr — iPho - g (5.123)
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Como el Lagrangiano debe ser escalar entonces 1/1%0@03 debe ser un vector en el espacio de espin. En
efecto, escogiendo los coeficientes como

entonces

Para

donde

Tenemos

Similarmente

e = e 2 cos(0/2)
cy = €% sin(6/2)

le1]? + |ea]® = c1¢f + cach = cos?(0/2) +sin*(6/2) = 1.

= € (er] 1) + oof 1)) = 7 { @ e (m - (

. —ig/2 .
— efzp-z (6 COS(9/2)> — efzp-:vH_>

e®/?5in(0/2)

9= (i)

shovon=(d ) () (%)

()

:cgcl + CJ{CQ

=sin(0/2) cos(6/2)e™"* + cos(6/2) sin(0/2)e™
=(e7" + ¢'*) cos(#/2) sin(6/2)

=(2cos ¢)% sin ¢

=cos ¢sinf

w};agwR = sin¢sinf
wgagwR = cos

(5.124)

(5.125)

(5.126)

(5.127)

(5.128)

(5.129)

Por consiguiente 1/0;1) son las componentes de un vector unitario ¥fe1) con angulo polar 6 y d4ngulo

azimutal ¢. Posibles escalares

como en la ec. ((5.123)).

Y
|
=o' cos psinf + 0% sin ¢ sin @ + o cos 6
B cos 6 sin f(cos ¢ — isin @)
~ \sinf(cos ¢ — isin @) —cosf

[ cosf e ?sinf
“\e?sinf  —cosf

se pueden construir con otros vectores disponibles, por ejemplo p,

(5.130)
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Pl = & 0 e ®sing\ (e /2 cos(0/2)
TP = \eidging  —cosh /2 sin(6/2)

gy [ cos@ e ?sind cos(0/2)

- e?sinf)  —cos® ) \e?sin(0/2)
cos 0 cos(0/2) 4 sin 0sin(0/2)

?[sin 0 cos(0/2) — cos Osin(0/2)]

(
_WQ( cos(0 — 0/2) )
(

b2

@ sin(6 — 0/2)
cos(6/2) )

—z<;5/2
?sin(6/2)

=+ [+)

(El gorro en este caso, significa vector unitario). Decimos entonces que

o P = +e PT|+) = +p

(5.131)

(5.132)

es un estado de helicidad positiva o derecha. Como o - p denota la proyeccién de espin sobre la

direccién de moviento, para la helicidad derecha, dicha proyeccién es positiva.
Si definimos ademas

donde

entonces

b = e =)
_[(—e7*/?5in(0/2)
=)= €2 cos(0/2) )
Ylo - Py = —(cos ¢sin b, sin ¢ sin ¢, cos 6)

o - Py = —e =) =~y

1 es un estado de helicidad negativa o izquierda. Ademéds

donde (—| = |-)1, etc.

(=) = (HH) =1 (+=) = (=) =0

5.6. Solucién de particula libre

Consideraremos incialmente dos casos m? > p? y m? < p>.
De la ecuacién relativista

tenemos que para elcaso no relativista m? > p?, podemos tomar p = 0, de modo que

E2:p2—|—m2,

E’=m?=FE=4m

La aparicién de soluciones de Energia negativa. . .

(5.133)

(5.134)

(5.135)

(5.136)

(5.137)

(5.138)

(5.139)
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A p = 0 proponemos las soluciones de energia positiva F = +m
—iEt —imt —iEBt —imt
VYp =ure” " =Y =uge Yr =uge """ = upe
En este caso las ecs. ((5.106|) se reducen a

i0o, — myp =0
i0pr — mapy =0

de modo que para que ([5.140)) sea solucién, se debe satisfacer que
Uy, = UR = U

con

El espinor completo es
wL) —imt (|+>>
= = €
4 (¢R |+)

Pp = PTa0y0% =l = [T+ + [P+ =1

Con norma

121

(5.140)

(5.141)

(5.142)

(5.143)

(5.144)

(5.145)

Para el caso relativista m? < p?, podemos hacer m = 0 y las ecuaciones ([5.106)) se desacoplan
P, p

i@ng — 10 - V’(ZJL =0
iOytbg +io - Vg =0

Proponemos como soluciones de energia positiva

i(p-x—Et) p-x—Et)

—ip-x —ipx __ )
Y =uge P =1y = ure YR = upe T = upe'l
reemplazando en las ecs. ((5.146|) tenemos

Eyp+o-pyr =0
EYyr —0o-pyYr=10

De modo que para que las ecs. ((5.147]) sean solucion se debe satisfacer que
p e
p
o =Yr=
EiﬂR VYR
pero de la ec. (5.138)), tenemos que para m =0, £ = |p|, y p/E = p/|p| = p. Entonces

o-pYr=—Yr
o - PYr =Yg

(5.146)

(5.147)

(5.148)

(5.149)

(5.150)
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Comparando con las ecuaciones (5.132)) y ([5.136]) vemos que para las soluciones de energia positiva
Yg,1, corresponden en efecto a estado de helicidad derecha e izquierda respectivamente. Explicita-
mente

o-pYr=e "o pl-) = —e TP -) =~y (5.151)

El espinor de cuatro componentes para la solucién de energia positiva es

)= (Zﬁ;) _ ina <I3) (5.152)
Uy =t = 'y

= (=) [ ((1) (1)) (‘Iii)

=(+[=) + (=) =0 (5.153)
Es convencion escoger la normalizacion del espinor de Dirac tal que
au = 2m (5.154)

que de hecho es cero cuando m = 0.
Para las soluciones de energia negativa tenemos

~ ~

Ur, = upe'PxrE = upe' > (5.155)

Para explorar las caracteristicas de esta solucién podemos reemplazar en la ec. (5.148) £ — —F,
p — p, de modo que

o Pl =+

o Plr=—Unr (5.156)
De modo que la antiparticula de una particula de helicidad izquierda tiene helicidad derecha. Dentro

de los errores experimentales actuales se puede afirmar que en la naturaleza solo se ha observado el
neutrino izquierdo y su correspondiente antineutrino derecho.

Para m # 0, tenemos de la ecs. (5.106]) y (5.147) (ver ec. (5.148))
Eyp+o-ppr =mig

Eyp — o -pYr =myy (5.157)
Entonces
(M) R
m

(E—"'_P) r =y (5.158)

m
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En este caso sin embargo, la helicidad no esta bien definida y s6lo podemos afirmar que 1;, corres-
ponde a la solucién que tiene mayor probabilidad de ser izquierda que derecha. Para calcular dicha
probabilidad es necesario especificar los espinores uy, g (ver [2], Capitulo 6). El resultado es que la
probabilidad de que ¥ sea derecho se obtiene de

+|Yr) v —c (relativistic)

+%|¢R> v — 0 (non-relativistic)

o phon) =+ (1+2) lm) — {

o plYL) = —% (1 - %) VR) (5.159)

mientras que la probabilidad de que sea izquierdo se obtiene de

o - plm) = +5 (1-2) n)

o - plyr) = —% (1 + %) YR) (5.160)

Si en un decaimiento 3 solo se emiten electrones izquierdos, el grado de polarizacion del electron

emitido es, usando la ec. (5.160)

(rlo - pler) + (Wr]o - plL) = + % (1 - %) - % (1 + %) - —% (5.161)

El grafico de polarizacién versus —v/c, [2] (§9.1), debe corresponder a una linea recta de pendiente
45°. Si sélo se emiten electrones derechos seria

H0)-30-9 -5 i

Mientras que si se emiten por igual electrones derechos e izquierdos la polarizacion total seria cero.
Las soluciones en ec. puden ser intercambiadas por ¢;, — —gr. Esto se puede ver como una
transformacion de paridad definida por

r— —r t—t Wy, — Up. (5.163)
De aqui el nombre de la transformacién. Como p = —iV y L = r X p, entonces
p— —p L—-L, (5.164)

Entonces es de esperarse que el momentum angular intrinseco, transforme como el momentum an-
gular, y

S—S= oc— 0. (5.165)
Bajo la transformacion de paridad
p— —p o—0o Vr —Ur, (5.166)
Las ecuaciones quedan invariantes. Ademéds bajo dicha transformacion
o9, =0 +0 -V — 0%y —0o -V =5", (5.167)

de modo que el Lagrangiano correspondiente, dado en la ec. (5.103) también es invariante bajo la
transformacién de paridad

"0, —a"0, v >R (5.168)
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5.7. Limite no relativista en presencia de un campo electro-
magnético

En el limitie no relativista, la ecuacién de Dirac en presencia de un campo electromagnético
(electrodindmica cuantica en la seccién |5.2)) debe contener la ecuacion de Scrodinger en presencia de
un campo electromagnético. Combinando las ecuaciones ((5.110)) tenemos

(100 — qAo) (W1 + ¥r) — ' (i0; — qA) (V1 — Yr) — m(r 4+ Yr) =0
(100 — qAo) (V1 — Yr) — 0°(i0; — qA) (Y1, + Yr) + m(Yr, — Yr) =0 (5.169)

Esta forma es 1til porque de la soluciéon de particulas libre esperamos que v, — ¥ sea pequena.
Como antes prongamos como solucién

Y =upe” P? Yr =uge e (5.170)

Para solucionar este sistema de ecuaciones acopladas definimos

¢ =™ +Pr) = (Y +¢Yr) = e ¢
X =" (Y —Yr) = (bp — Yr) = e (5.171)

donde

¢ :eimt(¢L + wR) _ eimte—i(Et—p-x) (UL + UR) _ ei(m—E)teip-x<uL + uR)

X :eimt(¢L _ ¢R) _ 6z‘mte—i(Elt—pm) (UL _ UR) _ 6i(m—E)t€ip~ac(uL _ UR) (5.172)

Reemplazando (5.171)) en eq. (5.169)

e me + (10 — qAo)¢ — o' (i0; — qAi)x — mo] = 0
e~ Imx + (ido — qAo)x — 0" (i0; — qA;)p +mx] =0 (5.173)

de donde

(100 — qAo)p — 0" (i0; — qAi)x = 0
(10 — qAg + 2m)x — 0" (i0; — qA;)p = 0 (5.174)

Para una solucién y oc e/(="=P%) dentro de un sistema atémico, tenemos
(100 — qAo +2m)x = (E — ¢V +2m)x (5.175)

Para los potenciales de coulomb atémicos qV = qAg ~ 10eV, y como m = 0.5 MeV para el electrén,
entonces
(100 — qAo + 2m)x — (i0y + 2m)x (5.176)

de la ec. (5.172)) tenemos

(10 + 2m)x = [(E — m) + 2m]x (5.177)
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En el limite no relativista de |p| ~ 0 ( estamos en la solucién de energia positiva), de la ec. ((5.138])
E~+my E—m= 0, entonces

(i0p + 2m)x = 2mx (5.178)
Reemplazando en ec. (5.174)
1 .
X = %Uz(iaz‘ —qAi)¢ (5.179)
entonces 9
—¢=H 5.180
i = (5.150)
con

~ o 1 o
Hop = qAogp + o' (i0; — in)%aj (10; — qA;)¢

1 .
= %02(1@' — qA;)0?(i0; — qA;j) o + qAod

1
~ om [(=0'0?0:0; + G007 AiAj)p — iqo'a? (0;45)¢ — iqo’o? A;0id — iqo'o? A;0;¢] + qAed

Usando las propiedades de las matrices de Pauli en ecs.(3.173)) y la ec.(5.33)), que para A = o' es

=)0 (5.181)
tenemos
~ 1
Ho = s {[~(0- V) + (o - A6 — ig{o", 07} 4,06 — iqo'c” (9:4,)0} + g Avo
1
=5 Z[ O? + ¢* A?]p — 2iq6ijA;0i0 — iqlieino™ + 0i) (0 A; )¢} + qApd
1 . . :
= om {Z[_af + qu?]Cb — 2iqA;0;0 — iq(0; Ay — qak(eijkaiA])gb} + qApo
Como
= (—0:0; + * A 4;) ¢ — iq(0; A p — iqA;0ip — iq A0z
= (07 + *AD)¢ — 2iqAi0;6 — iq(0; ) (5.182)
Entonces

o= {(iV + qA)0 — 0" (V x A)od} + gAod

om
{ (iV + gA)? + qAy — (%) : B] é (5.183)
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En ausencia del campo electromagnético recupermos la Ecuacién de Scrhénger para una particula
libre como era de esperarse. Sin el dltimo término (¢o/2m) - B, serfa el Hamiltoniano de Scrodinger
para una particula cargada en presencia de un campo electromagnético. El término adicional es
interpretado como la energia en un campo magnético, de un momento magnético intrinseco asociado

con un particula de Dirac. Definimos entonces el momento magnético intrinseco como (¢ = —e)
eo
Me = —5—
2m

(5.184)

donde hemos recuperado el factor i y definido el factor—g [20], g. = 2. Se define el momento magnético
anomalo del electrén como

e — 2
a, =2 (5.185)
2
de modo que a, = 0. Sin embargo experimentalmente a, ~ 1073
a. = 0.001 159 652 1859(38) (5.186)

Después de la segunda cuantizaciéon, se pueden realizar correcciones perturbativas al valor calculado
anteriormente de g.. Dicho célculo ha sido realizado a cuarto orden en teoria de perturbaciones
coincidiendo con el valor experimental hasta la décima cifra significativa. Este tipo de comprobaciones
entre teorfa y experimento ha llevado a considerar la Electrodindmica Cuantica (QCD) como la mejor
teoria que se halla construido para describir la naturaleza.

5.8. Fermiones quirales de cuatro componentes

Los fermiones izquierdos y derechos pueden ser escritos en terminos de espinores de Dirac como
¢ (¢R 0 ¢R wL wR ( )

Vs = (_01 (1)> . (5.188)

En la representacion de Weyl

Podemos definir

pp=it5 (0 0) | (5.189)



5.8. FERMIONES QUIRALES DE CUATRO COMPONENTES 127

ro=(o 5) (0n) = () =%

Prip =g (5.190)

De modo que

En adelante omitiremos las tildes sobre los espinores de Dirac {va, R-
Las matrices P, r tienen las propiedades

PL+PR:1 PiR:PL,RPL,R:PL,R
Py Pr =0 Plp="Prr. (5.191)

Usando la ec. ({5.50))

13F757M:7M1i75

=~H*P 5.192
9 B YV IR,L ( )

P L7R7M =
Para escribir el Lagrangiano en término de los nuevos ¢, p debemos tener en cuenta que

brr = (Prr)’ = Py =91 Prp = ¢ Pry (5.193)

L =ipy" 9t — myp
=it)(Pp + Pr)y"9up — mip(Pr, + Pr)t
—ith Py Ot + i) Pry" Oyt0 — m Prap — my) Prap
=it) PLPpy"0u1p + it PRPpy" 8,0 — map PLPL — map P PRy
=it) Py 0, Prip + i) Pry* 0, Prib — map PPy — mi PrPri
=iy O R + WY 00 — m(YRYL + YrR) - (5.194)

En términos de espinores de izquierdos y derechos de cuatro componentes la transformacion de
paridad

t—t X — —X Y, —Yg, Ygr — Vg, . (5.195)

da lugar a

L — L' =ippi" 0 + Wr " 0ubr — m(Prr + rir) (5.196)

donde ¥* = Un*UT, con U = 4°. Como las dos representaciones dan lugar a la misma fisica, podemos
decir que el LAgrangiano en términos de espinores L, R de cuatro componentes es invariante bajo la
transformacién de paridad.

La existencia de ambos espinores 1y, p garantizan que el Lagrangiano de Dirac es invariante bajo
la transformacion de paridad.

La corriente de la electrodinamica cuédntica en ec. (o la de la cromodindmica cuéntica,

ec. (5.89))) conservan paridad ya que, siguiendo los mismos pasos que en la ec. ((6.15)

Uy = by L + Yry Un - (5.197)
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Si para alguna particula, como es el caso del neutrino, no existe la componente derecha, entonces la
correspondiente interaccién vectorial viola paridad y no puede tener interacciones electromagnéticas
ni fuertes, es decir, no se acopla con el ftén o los gluones. Ademas dicha particula no puede tener
masa de Dirac. En el caso del neutrino esto se entiende pues al no tenr carga eléctrica solo reuiere

dos grados de libertad independientes.

De otro lado, si una determinada interaccion, como es el caso de la interaccion débil, solo participa

la componente izquierda de la ec. (5.197]), esta corresponde a una interaccion del tipo

Yy = PPy Prap = Py Pra
_ 1—
=Py ( 2”"’) v

=2 (v — ) 0,

que de acuerdo a la asignacion en la Tabla corresponde a una corriente V—-A.

5.9. Problemas

1. Calcule la dimensién del campo v

(5.198)

2. Demuestre que para una transformacién SU(3). global, los estados B y M en la ec.(5.64) son

invariantes. Es decir, son singletes de color (ver [2] §16.2)
3. Lagrangiano de Weyl.

a) Demuestre que wzﬁﬂg/}L = —@/JLU"@&TL

b) Definiendo ¢ = ¢y, y x = 1, demuestre que hasta derivadas totales

L= i{‘f”@ug + iXTﬁﬂauX - m(gX + §TXT)

(5.199)

De modo que el Lagrangiano para un fermién de Weyl, ¥y, no masivo puede escribirse

CcOomo

L = il "0, bw

(5.200)
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