Indice general

Introduccion

1.

Teoria Clasica de Campos

1.1.
1.2.
1.3.

1.4.
1.5.
1.6.

Principio de Minima Accidon . . . . . . . . . ..
La cuerda clasica unidimensional . . . . . . . ... oo oo
Principio de Minima Accidon para £ . . . . . . . . . ..
1.3.1. Ecuaciones de Euler-Lagrange . . . . . . . . ... .. ... ... .. ... ...
1.3.2. Teorema de Noether para simetrias internas . . . . . . . .. .. ... .....
1.3.3. Teorema de Noether para simetrias externas . . . . . . .. ... ... .....
Aplicacion a Mecanica Cudntica . . . . . . . . . . .. ..
Aplicacion a la cuerda unidimensional . . . . . . ... ..o
Problemas . . . . . . . .

Campos vectoriales

2.1.
2.2.

2.3.

24.
2.5.

Unidades Naturales . . . . . . . . . . . . . . o
Notacidon relativista . . . . . . . . . e e e e
2.2.1. Ejemplos de cuadrivectores . . . . . . .. ..o
2.2.2. Ecuaciones covariantes . . . . . . . . . .
Ecuaciones de Maxwell en notacién covariante . . . . . . . . . . . .. ... ... ...
2.3.1. Lagrangiano Electromagnético . . . . . . . . . . . .. ... ..
2.3.2. Energia del campo electromagnético . . . . . . . . . ... ...
2.3.3. Fijacion del gauge . . . . . . . . . L
Ecuaciones de Proca . . . . . . . . . e
Problemas . . . . . . . e

Principio Gauge Local

3.1.
3.2.
3.3.

3.4.
3.5.
3.6.
3.7.
3.8.

Ecuacién de klein-Gordon . . . . . . . ... oL
Campos escalares complejos . . . . . . . . L
Invarianza gauge local abeliana . . . . . . . . . ... Lo
3.3.1. Aplicacién a barrera de potencial . . . . . . ... o000
Aplicacion a la mecdnica cudntica . . . . . . . . ...
Invarianza gauge local no abeliana . . . . . . . . .. ... oL
Invarianza gauge local para un grupo semisimple . . . . . . . . . .. ... ... ...
® como un triplete de SU(2) . . . . . . . . .o
Problemas . . . . . . . e

13
13
15
16
18
21
27

29
29
33
35
39
40
43
47
49
50
52



II

4. Ruptura espontianea de simetria
4.1. Masa para el campo escalar
4.2. Boson de Goldstone
4.2.1. Coordenadas cartesianas
4.2.2. Coordenadas polares
4.3. Masa para el bosén gauge
4.4. Mecanismo de Higgs en un caso no Abeliano

A. Soluciones a los problemas

Fermiones

5.1. Ecuacion de Dirac
5.1.1. Fermiones de Weyl
5.1.2. Corriente conservada y Lagrangiano de Dirac
5.1.3. Tensor momento-energia
5.1.4. Ecuaciones de Euler-Lagrange
5.1.5. Propiedades de las matrices de Dirac

5.2. Electrodinamica Cuantica

5.3. Cromodinamica Cuéntica
5.3.1. Ecuaciones de Euler-Lagrange

5.4. Soluciones a la ecuacion de Dirac
5.4.1. Lagrangiano de Weyl
5.4.2. Ecuaciones de Weyl

5.5, Espin. . . ... ... oL

5.6. Solucion de particula libre

5.7. Limite no relativista en presencia de un campo electromagnético

5.8. Fermiones quirales de cuatro componentes

5.9. Problemas . . . . . .. .. ... ... ..

Modelo Estandar

6.1. Interaccion Electrodébil para leptones
6.1.1. Dispersién electron—neutrino
6.2. Modelo Estandar
6.2.1. Primera generacion
6.2.2. Dinamica de sabor
6.3. Fenomenologia Electrodébil
6.3.1. Decaimientos débiles mediados por corrientes cargadas
6.4. Célculo de procesos
6.5. Problemas . .. ... ... ........

INDICE GENERAL



Introduccion

Nuestro entendimiento de como funciona el mundo fisico ha llegado a una culminacion exitosa
en anos recientes con el desarrollo y comprobacién experimental del Modelo Estandar (ME) de las
interacciones fundamentales. A medida que el ME ha llegado a ser mejor entendido y comprobado
experimentalmente, mucha mas gente con algunos conocimientos en fisica desea entender cuantitati-
vamente éste nuevo éxito de las ciencias moderna. Debido a esto, parece esencial tener una presenta-
cion del ME que pueda ser usada a nivel pregrado. En el presente trabajo pretendemos desarrollar un
nicleo basico de temas que permitan construir el sector bosénico del Modelo Estandar y mostrar que
dentro de este marco se pueden ilustrar los aspectos mas importantes del ME. Este material de apoyo
esta dirigido a personas que con conocimientos de mecanica y electromagnetismo a nivel de pregrado
quieran obtener un conocimiento basico de los principios subyacentes y las principales predicciones
del Modelo Estandar de las particulas elementales que permita apreciar una de las fronteras mas
importantes de la ciencia moderna.

El Modelo Estandar da una descripcién amplia de las particulas basicas y las fuerzas de la
naturaleza y de como pueden ser descritos todos los fenémenos fisicos que vemos. Este contiene los
principios subyacentes de todo el comportamiento de protones, nicleos, atomos, moléculas, materia
condensada, estrellas, y mas. El Modelo Estandar ha explicado mucho de lo que no fue entendido
antes; ha hecho cientos de predicciones exitosas, incluyendo muchas que han sido dramaticas; y a
excepcion de los resultados sobre oscilaciones de neutrinos, no hay ningin fenémeno en su dominio
que no haya sido explicado.

La madurez de la formulacién del Modelo Estandar hace que cada vez sea mas necesario que
cualquier persona formada en fisica deba tener un conocimiento bésico de sus principios subyacentes
y sus principales predicciones. Sin embargo, una apreciacién completa del éxito y el significado del
Modelo Estandar requiere de un conocimiento profundo de la Teoria Cuantica de Campos que va
mas alld de lo que es ensenado usualmente en los cursos de pregrado en fisica. La Teoria Cuantica de
Campos combina de forma coherente la mecdnica cuantica y la relatividad especial. No fue sino hasta
que la Teoria Cuantica de Campos quedé completamente formulada a principio de los anos setenta
(con la prueba de que las Teorias Gauge no abelianas con ruptura espontanea de simetria eran renor-
malizables), que el Modelo Estdndar consiguié emerger como la teoria que explica el comportamiento
conocido de las particulas elementales y sus interacciones.

A medida que el Modelo Estandar ha llegado a ser mejor entendido y comprobado experimental-
mente, mucha mas gente con algunos conocimientos en fisica pero que no esta interesada en trabajar
en fisica de particulas, desea entender cuantitativamente éste nuevo éxito de las ciencias moderna.
Debido a esto, parece esencial tener una presentacion del Modelo Estandar que pueda ser usada a
nivel pregrado. Ademads, parece ain mas importante tener libros que cualquier estudiante o fisico
que tenga los conocimientos necesarios pueda leer para aprender sobre los desarrollos en fisica de
particulas. Aquellos desarrollos deberian ser parte de la educacion de cualquiera interesado en lo que
la humanidad ha aprendido acerca de los constituyentes basicos de la materia y las fuerzas de la
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naturaleza.

Pero hasta hace poco tiempo no habia un sitio donde las personas con los conocimientos sufi-
cientes pudieran ir a aprender esos desarrollos. Para llenar este vacio aparecieron libros como el de
Kane [1] (1993) y Cottingham [2] (1998) donde los prerrequsitos minimos son un curso introductorio
en mecanica cuantica (Fisica Moderna) y los cursos normales de pregrado en mecanica y electro-
magnetismo. Con éstas herramientas es posible obtener un buen entendimiento a nivel cuantitativo
de la fisica de particulas moderna. En estos libros se ha hecho un esfuerzo por extraer los concep-
tos y técnicas basicas usadas en el Modelo Estandar de modo que un mayor numero de fisicos no
especializados en el drea puedan tener una vision del logro intelectual representado por el Modelo, y
compartir el excitamiento por su éxito. En estos libros el Modelo Estandar es ensenado escribiendo
la forma basica de la teoria y extrayendo sus consecuencias.

Todos los tratamientos anteriores eran a nivel de posgrado para fisicos que querian especializarse
en el area, o descripciones populares demasiado superficiales para realmente entender los desarrollos,
o descripciones histéricas carentes de la logica profunda del Modelo Estandar.

Con nuestra experiencia dictando los cursos de introduccién a la fisica de particulas en la carrera
de Fisica basados en estos textos, ha quedado claro que con una presentacion del Modelo Estandar
de una forma deductiva en lugar de la aproximacién histérica usual de los libros mas avanzados,
los estudiantes pueden llegar a entender la estructura basica de la fisica de particulas moderna.
Ademas resulta ser una pequena extensién adicionar el marco apropiado para entender porque algunas
direcciones de la investigacion de frontera se enfatizan mas, y en que direcciones se espera que
aparezcan nuevos progresos.

Con el presente trabajo queremos ir mas alld del objetivo de los anteriores libros y mostrar
que con una reorganizacién e inclusiéon de tépicos adicionales no enfatizado en esos libros, con sélo
los conocimientos de los cursos normales de pregrado en mecanica y electromagnetismo, se puede
llegar mas rapidamente a un entendimiento cuantitativo de los aspectos mas importantes del Modelo
Estandar.

En el presente trabajo pretendemos desarrollar un nicleo basico de temas que permitan construir
el sector bosonico del Modelo Estandar y mostrar que dentro de este marco se pueden ilustrar los
aspectos mas importantes del Modelo Estandar.

La Teorfa Cudntica de Campos (TCC) es el marco tedrico utilizado en la descripcién cudntica
de campos relativistas. En este teoria se estudian sistemas en los cuales las particulas pueden ser
creadas y destruidas. Esta teoria resulta de combinar la mecénica cuantica con la relatividad especial
en un marco consistente. Las teorias cuanticas de campos se describen mas convenientemente en
el formalismo Lagrangiano. De hecho, los Lagrangianos que describen las particulas elementales y
sus interacciones puede ser construidos a partir de principios de simetria. Aspectos basicos de la
construccion de la TCC son:

= Lagrangianos para campos de una sola particula
= Tratamiento relativistico de un campo

s Segunda cuantizacién de campos de una sola particula, bien sea mediante la cuantizacién
canodnica o a través de integrales de camino

= Tratamiento de una sola particula de forma covariante que permita describir la creacién y
aniquilacion de particulas.

s Invarianza gauge local
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Ejemplos concretos de teorias cuanticas de campos son:

s Electrodinamica Cuéantica. Resulta de imponer el principio gauge local basado en una simetria
abeliana a la ecuacion de Dirac para el electron. Como resultado se obtienen las ecuaciones
de Maxwell con un término de corriente asociada a la interaccion electromagnética entre el
electron y el foton.

= Cromodinamica Cuantica. Resulta de imponer el principio gauge local basado en una simetria
no abeliana a la ecuacion de Dirac para los quarks. Entre los resultados se explica la libertad
asintotica observada en las interacciones fuertes y la autointeraccion de los bosones gauge.

s Teoria Electrodébil. Resulta de imponer el principio gauge local simultaneamente para una
simetria abeliana y para una simetria no abeliana a la ecuacion de Dirac para los fermiones
conocidos. La simetria no abeliana en este caso prohibe términos de masa para los fermiones,
mientras que la invarianza gauge local, como en los casos anteriores, prohibe los términos de
masa para los bosones gauge. De este modo, cuando las simetrias de la teoria electrodébil
son exactas, todas las particulas aparecen sin masa. Para ser consistente con el espectro de
fermiones y bosones conocidos, se introducen 4 campos escalares sin masa organizado en lo
que se conoce como un doblete de Higgs. Uno de ellos desarrolla un valor esperado de vacio
y rompe espontaneamente la simetria, generando masa para todos los fermiones. Mediante el
mismo mecanismo los otros 3 campos escalares ayudan a explicar las masas para tres de los
bosones gauge del modelo. El fotéon, junto con los neutrinos permanecen sin masa.

El Modelo Estandar es la TCC que combina de forma consistente la Cromodindmica Cuéantica y
la Teoria Electrodébil. Después del rompimiento espontaneo de la simetria la parte Electrodébil se
reduce a la Electrodinamica Cuéntica. El estudio de los fundamentos y las consecuencias fenome-
nolégicas del Modelo Estandar requiere del desarrollo completo de la TCC basado en conceptos y
técnicas avanzadas de mecanica cudntica y relatividad especial a un nivel normalmente de posgrado.

En las TCC los campos electromagnéticos se convierten en operadores que dependen del espacio y
el tiempo. Los valores esperados de estos operadores en el ambiente descrito por los estados cuanticos
dan lugar a los campos clasicos. Los otros campos bosénicos, y los campos de Dirac para los fermiones
del Modelo Estandar también se convierten en operadores.

Sin embargo se puede escribir la forma basica del Modelo Estandar y extraer muchas de sus
consecuencias tratando los campos bosénicos y de Dirac como simples funciones.

En éste caso los campos se pueden pensar como funciones de ondas de una particula. En este
contexto el Lagrangiano bosonico del Modelo Estandar puede construirse usando solo conocimientos
a nivel de pregrado de mecanica y electromagnetismo y algunas referencias a aspectos bésicos de la
mecanica cuantica.

Con estas herramientas se pueden escribir las ecuaciones de Maxwell en forma covariante y mostrar
como éstas se pueden obtener, usando el principio de minima accion, a partir del Lagrangiano para
el vector de campo electromagnético. Se puede introducir a este nivel la importante idea de las
transformaciones gauge y relacionarla con la conservacién de la carga eléctrica. Se puede generalizar
el Lagrangiano para describir campos vectoriales masivos, lo que da lugar a la ecuacién de Proca. A
este punto, se puede obtener el Lagrangiano para una particula escalar real, a partir de la componente
escalar del campo vectorial y mostrar que dicho Lagrangiano de lugar a la ecuacién de Klein-Gordon.
Tomando la componente escalar como un campo independiente se puede usar el principio gauge
local para estudiar sus interacciones con los campos gauge. Usando conceptos de mecanica cuantica
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se puede generalizar el potencial del Lagrangiano para el campo escalar de modo que se pueda
interpretar su masa como las oscilaciones del campo alrededor de estado de energia fundamental, el
vacid. Se puede estudiar a partir de alli, la ruptura espontanea de simetria. Con estos ingredientes
se puede construir finalmente el Lagrangiano bosénico del Modelo Estandar.

Después de esto, se puede introducir el campo de Dirac como la solucién al la ecuacion equivalente
a la ecuacién Scrodinger pero compatible con la relatividad especial. Luego de definir el espin y la
helicidad se impone la invarianza gauge local del Modelo Estandar al Lagrangiano de Dirac y se
obtiene de esta forma el Lagrangiano completo del Modelo Estandar.

En el primer capitulo se ha abordado la formulacion Lagrangiana de la Teoria de Campos Clésica.
En la seccion 1.1 (ver Anexo 2), se formula el Principio de Minima Accién para sistemas de particulas
y se establece que la cantidad a minimizar corresponde al Lagrangiano del sistema. Este Lagrangiano
depende de coordenadas generalizadas de desplazamiento y su derivada temporal.

En la seccion 1.2 se construye el sistema continuo mas simple correspondiente a las oscilaciones
de una cuerda unidimensional. Esta se construye suponiendo un sistema discreto de particulas unidas
por resortes que oscilan alrededor de su punto de equilibrio. Usando las técnicas de la seccion 1.1 se
construye el Lagrangiano interpretando como desplazamiento el campo que describe las oscilaciones
de cada particula. Tomando el limite de infinitas particulas y separacion cero, se reescribe la Accién
en términos de la densidad Lagrangiana y se establece que para sistemas continuos es dicha densi-
dad Lagrangiana la que hay que minimizar para establecer el principio de minima accién. Tenemos
entonces de un lado la Lagrangiana como punto de partida para describir las coordenadas de siste-
mas discretos, y la densidad Lagrangiana para describir los campos de desplazamiento de sistemas
continuos.

En la seccion 1.3 se usan métodos variacionales para calcular la variacion de la accién debida a
transformaciones de los campos (transformaciones internas) y de las coordenadas (transformaciones
externas). Con este resultado se derivan las ecuaciones de Euler-Lagrange en términos de la densidad
Lagrangiana y se demuestra el Teorema de Noether. Para simetrias internas se encuentra la expresion
para la corriente conservada J* en términos de la densidad Lagrangiana. Para simetrias externas se
encuentra la expresion para el tensor TH”, que en sistemas relativistas se interpreta como el tensor
de momento-energia TH".

De este modo dada una densidad Lagrangiana, las cantidades a calcular corresponden a la ecuacion
de movimiento resultante de la ecuaciones de Euler Lagrange, la corriente conservada J* si la densidad
de Lagrangiana posee alguna simetria continua, y el tensor 7.

Para la densidad Lagrangiana que da lugar a la ecuaciéon de Scrodinger en la seccion 1.4, la
simetria interna de invarianza de fase da lugar a la conservacién de la probabilidad, [, T9d’z da
lugar a la energia del sistema, y la integral de 7 da lugar al correspondiente ntimero de onda de la
solucion de onda plana para la ecuacion de Scrodinger.

La densidad Lagrangiana para la cuerda unidimensional no posee simetrias internas continuas.
Con respecto a las simetrias externas, en la seccién 1.5 se muestra que para interpretar correctamente
el tensor T en este caso, es preciso cuantizar el campo que describe las oscilaciones de la cuerda.
Al cuantizarlo se encuentra que éste describe una particula que transporta energia, y en el limite
en el cual la velocidad de la onda es la velocidad de la luz, la particula correspondiente también
transporta momentum. De hecho, para que una onda sea solucién a las ecuaciones que describen las
oscilaciones de una cuerda unidimensional relativista se requiere que su frecuencia y ntimero de onda
satisfagan la ecuacion de energia-momento relativista con masa cero. La adicién de un término de
masa al Lagrangiano correspondiente, da lugar a la ecuacion de Klein-Gordon para un campo real.

En el segundo capitulo se estudia la versiéon covariante de la ecuaciones de Maxwell. Después
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de introducir las unidades naturales en la seccion 2.1 y la notacion relativista en la seccion 2.2,
la forma covariante de las ecuaciones de Maxwell se desarrolla en la seccion 2.3. Alli se explota la
invarianza gauge para encontrar el Lagrangiano electromagnético, el cual se reduce a las ecuaciones
de Klein-Gordon con masa igual a cero cuando se escoge el Gauge de Lorentz. En la seccion 2.4, se
modifican las ecuaciones de Maxwell para permitir un término de masa. Cémo dicho término rompe
la invarianza gauge de la teoria, el gauge de Lorentz pasa a ser una condicién ineludible que da lugar
a la ecuacién de Klein-Gordon para un campo vectorial.

En el tercer capitulo se introduce la ecuacién de Klein—-Gordon como un caso particular de la
ecuaciéon de Proca. Se muestra que dicha ecuacion exhibe una simetria discreta de paridad para
el caso de un campo real. En las secciones subsiguientes se aumenta el Lagrangiano adicionando
mas grados de libertad de la misma masa y se muestra como va aumentando la simetria de una
simetria discreta a simetrias continuas abelianas y no abelianas. A la luz de teorema de Noether
estas simetrias dan lugar a cargas conservadas globalmente. En la seccion 3.3 se establece el principio
gauge local para imponer que la carga se conserve localmente. Esto da lugar a la aparicion del campo
gauge asociado a las interacciones electromagnéticas y a la dinamica asociada a la interaccion del
campo escalar complejo en presencia del campo electromagnético. En la seccién 3.5 se generaliza el
principio gauge local al caso no Abeliano, y en la seccién 3.6 se combinan el caso Abeliano con el
no Abeliano. Las nuevas caracteristicas de las ecuaciones del campo gauge no Abeliano se ilustran
usando la representacién adjunta del Grupo no Abeliano en la seccién 3.7.

En el cuarto capitulo se repite el mismo procedimiento del anterior capitulo pero reemplazando
el potencial escalar de 1m2¢? a Jp2¢? — A¢* con p? < 0y A > 0. De modo que p no puede
interpretarse como un parametro de masa. Este potencial contiene un conjunto degenerado de vacios
que no respetan la invarianza del Lagrangiano. El analisis del espectro particulas alrededor de uno de
estos minimos da lugar a bosones de Higgs masivos, seccién 4.1, bosones de Goldstone, seccién 4.2, y
campos gauge masivos, seccion 4.3 a través del mecanismo de ruptura espontéanea de la simetria. La
seccion 4.4 es un aplicacion de todos los conceptos y técnicas desarrollados al caso del sector bosonico
del Modelo Estandar de las particulas elementales.

En el quinto capitulo, basandonos en principios de simetria, se encuentra el Hamiltoniano de la
Ecuacion de Schrodinger dependiente sélo de primera derivadas y que es compatible con la ecuacién
de Klein—Gordon. Este corresponde la ecuacién de Dirac que describe los fermiones del Modelo
Estandar. El Hamiltoniano resulta ser en este caso una combinacion lineal de matrices que satisfacen
el algebra de Dirac. El Lagrangiano de Dirac, resulta tener una invarianza abeliana global. En la
seccion 5.2 se usa el principio gauge local para hacer que la carga asociada a la transformacion abeliana
sea local. Como antes esto da lugar a la aparicion del campo gauge asociado a las interacciones
electromagnéticas y a la dindmica asociada a la interaccién del campo fermiénico en presencia del
campo electromagnético. En la seccién 5.6 se definen la helicidad izquierda y derecha de los fermiones.

En el capitulo seis, se construye el Lagrangiano lepténico gauge local para el Grupo SU(2), X
U(1)y que describe correctamente las interacciones débiles y electromagnéticas. Como 3 de los 4
bosones gauge son masivos debe introducirse un potencial escalar que rompa espontaneamente la
simetria. En la seccién 5.3 se introduce el grupo gauge local no Abeliano responsable de las inter-
acciones fuertes entre quarks y que completa la estructura de grupo del Modelo Estandar de las
particulas elementales.

La péagina web del curso estd en:

http://gfif .udea.edu.co/tikiwiki/showpage?htcc
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Capitulo 1

Teoria Clasica de Campos

1.1. Principio de Minima Accién

El Principio de Minima accién establece, una vez fijado el espacio de coordenadas generalizadas
sobre el espacio de configuracién, que de todas las trayectorias posibles que transcurren entre t; y to,
el sistema escogerd aquella que minimice la accién S [8]. La magnitud de la accién viene dada para
cada trayectoria por la integral:

to
Slawdl = [ Lal0). 40,0 (11)
t1
Donde: ¢;(t) son las coordenadas paramétricas de una trayectoria posible. L(g;, ¢;,t), es la funcién
lagrangiana del sistema.
Puede probarse mediante principios variacionales, que de todas las trayectorias posibles, la que
hace estacionaria la anterior expresion es la que satisface la siguiente condicién i:

d (0L oL
dt <8dz‘) N dgi ! "2

conocidas como las ecuaciones de Euler-Lagrange. La demostraciéon se hara mas adelante para el caso
en el que las coordenadas generalizadas corresponden a funciones de campo.

De momento mostraremos como la segunda ley de Newton [10], puede escribirse en la forma de
la ec. (1.2).
F =ma (1.3)
Ve
ox dt?
i
dt

-1 ()

Podemos introducir el Lagrangiano a cada lado de la igualdad adicionando términos con la respectiva

derivada parcial cero:
o (1 ., o d o (1
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Reemplazando L = imi? — V(z) =T — V, obtenemos

aor or

Una forma maés rigurosa de escribir la ec. (1.3) puede encontrarse en [3].
El Hamiltoniano del sistema se obtiene definiendo la variable canénica conjugada de x

p= g—i =maz, (1.4)
y usando la transformada de Lagrange
1
H:px'—L:a—E,:b—L:—m:'c2+V:T+V (1.5)
ot 2

Para visualizar el principio de minimo de accién se recomienda seguir las actividades del programa
interactivo en Java disponible online en [9]. Alli se considera el problema de un objeto de 0.2Kg
lanzado hacia arriba y retornado al punto de partida 3 segundos despues. Si dividimos la trayectoria
en tres intervalos como se muestra en la Fig. 1.1, teniendo en cuenta que la velocidad es la pendiente
del segmento, para At = 0.75s 1 = 11.13m, t; = 0.75s, o = 0m, t, = 1.5s, tenemos que para la
trayectoria mostrada

S = /tz (T —V)dt =Y (T = V);At

t1 i
22: 1 Ti — Ti—1 ?
~ -m| ———— | —mgx;
— |2 ti —ti g

~16.67J s (1.6)

At

Iterando el proceso se puede encontrar numéricamente (o a mano) la trayectoria que minimiza la
accion mostrada en la Fig. 1.2 Para una dimensién podemos definir la densidad Lagrangiana como

) 0 ) . )
ﬁ(q,q,t)Za—qL(q,q,t) or  L(q,q,t) Z/ﬁ(q,q,t)dq- (1.7)

La ec. (1.1) puede escribirse entonces como
to
Slawd) = [ L0400 dadr (1)
t1

Para sistemas continuos es conveniente usar la densidad Lagrangiana. Abordaremos a continuacién
el sistema continuo correspondiente a la cuerda clasica unidimensional para construir la densidad
Lagrangiana correspondiente. A partir de ella demostraremos las ecuaciones de Euler Lagrange para
dicho sistema.

1.2. La cuerda clasica unidimensional

Considere una cuerda de longitud L formando un circulo de radio R. Es conveniente considerar un
conjunto de N particulas de masa m a lo largo de la circunferencia, unidas por resortes de longitud [



1.2. LA CUERDA

HEIGHT meters

Figura

HEIGHT meters

CLASICA UNIDIMENSIONAL
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Smin=—2.0253 joule-sec

1.1: Ejemplo de célculo de la Accién para una trayectoria arbitraria
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6.0

40
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12 15 18
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09

5=-21.5955 joule-sec
Smin=—21.5855 joule-sec

Figura 1.2: Trayectoria que minimiza la Acciéon

N-1. N

Figura 1.3: Modelo Cuerda
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y constante elastica k. Los modos vibracionales de la cuerda a lo largo de la circunferencia se obtienen
en limite de N — ooy [ — 0

De acuerdo a la figura 1.3, si ¢; = ¢(z;,t) es el desplazamiento de la i-esima masa desde su
posicién de equilibrio, entonces el Lagrangiano del sistema de N particulas y resortes es:

TR 06: 2 No1o B

L= §m ZZ:; ( ot ) - §k ZZ:; (¢z‘+1 - ¢i)27 (1.9)
N-1 N—

= > (5) - 5k (¢z+1 5) (1.10)

7

1=

Si p es la densidad de la cuerda, T' la tensién y v la velocidad, entonces

_m

=T
T =kl (1.11)

T

v ==

i

(1.11) En el limite I — 0 y N — oo, tenemos

¢i = ¢(zi,t) — ¢(2, 1), (1.12)

que representa la funcién de campo del desplazamiento de una masa infinitesimal de su posicién de
equilibrio. Entonces

~
I
DN | —
gl
~|3
/~
S
——
no
|
DN =
. =
J'DMH
/_\
S
t
@
\_/

=0 7
e I =
=§ﬁﬁ%@>b5§;T( ; ) : (1.13)

En el limite continuo > (---)1 — [(--+)dz, entonces

Lz[ﬁ%b@%)—T( )]d_/ w@ (1.14)

con
1 06\’ 96\
y
S:i/EdML (1.16)
Definiendo

¢ =VTo, (1.17)
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tenemos
£(06/01,06/0:) = _% %) B ; @)]
= e @_f)Q R <%)1 | (1.18)
Note que: I
:

Si en la ec. (1.10), tomamos como coordenadas generalizadas las N (51 y &;, entonces, podemos
obtener las ecuaciones de movimiento a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.2):

a 0_€ _8920, i = 0 hasta N — 1. (1.21)

En el limite [ — 0y N — oo, y usando las ecs. (1.19) y (1.20),

i (22) -5 () =53

B 1 P
=11 (%)
LT (i%) (1.22)
oL
-5 [sa7am]| )
Para el segundo término de la ec. (1.21) ndtese que
N-1 ) o - ) ) ) )
(fis1 — ¢z’)2 =— (¢ — ¢0)2 — (¢ — <Z51)2 — o= (P — ¢i—1)2 — (i1 — ¢z’)2 -
=0
— (o= )" = (b2 — 1) = = (6 — bim1)” — (i1 — &) —
(1.24)
Entonces
5 N1 - ) )
— (¢i1 — ¢z) = —2(¢i — di1) — 2 (di1 — &i) x (—1)
0

I
o

—9] $i+1l_ Q_Sz _ Q_Sz _lQ_Si—l
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Si z; es el punto medio del intervalo entre z;_; y z;, entonces en el limite de [ — 0,

0 2 [ 10, 1) = e DI/ 6z 1) — d(zin, 1))/
8¢2 ZZ:; (bz—l—l —21 { l - l }
2[00, /02 06(21,1)/0-
l [
%
2
=2[ 72
202 9*¢
Usando las ecs. (1.25) (1.11), tenemos
oL 1 0 = o
90, §k [ 8@ ; (<Z5z+1 ¢i) ]
1k 202 82¢
JT) 022
D¢
— WT—— az2 (1.26)
oL
l\/_ {7] 1.27
906/07) 0
De las ecuaciones (1.22) y (1.26), obtenemos la ecuacién de movimiento para el campo ¢(z,t):
1 0% 0%

que corresponde a la ecuacion de onda en una dimensién. En tres dimensiones obtendriamos:

1 0%

De otro lado, de las ecuaciones (1.23) y (1.27), obtenemos las ecuaciones de Euler-Lagrange para la
densidad Lagrangiana
0 oL 0 oL
3 |e7a0) * 5= (3] = )
En tres dimensiones:
9 oL +3 oL +£ oL +3 oL _0 (131)
ot | 0(0¢/0t) Oz | 0(0¢/0x) Jy | 0(09/0y) 0z |0(09)0z)| '

Definiendo

o = (2%, 2%) = (2%, 2%, 2%, 2%) = (t, 2,9, 2) w=0,1,2,3, i=1,2,3, (1.32)
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podemos expresar las ecuaciones de Euler—Lagrange que satisface L£(0¢/0x*), como
> 525 ooy -
Ozt | 0(0¢/0xm) |

0 oL _0
oz | 0(0p/0xr)|
donde, en la tdltima ecuacion se ha usado la convencién de suma sobre indices repetidos.
Si la densidad Lagrangiana depende también directamente de ¢, L(0¢/0z", ¢), entonces la ecua-
cién de Euler-Lagrange para las coordenadas generalizadas 0¢/dz" y ¢, es

o[ o oL
Ot {3(%/356“)} 9

Esta tltima ecuacién de deducird usando métodos variacionales en la siguiente seccién

= 0. (1.33)

1.3. Principio de Minima Accién para L

1.3.1. Ecuaciones de Euler-Lagrange

Definamos 5
En tres dimensiones, la accién de la ec. (1.16), queda
S16, 0,6) = / d*eL(6,0,0) (1.35)
R
donde d*z = dt dz dy dz. Considere primero una variacién sélo de los campos, tal que (z = z*)
dg(x) = ¢'(z) — d(z) (1.36)
De otro lado, con dx = 2’ — x, la expansién de Taylor para f(z + dx) es
0
flx+dz) = f(z )—I—a—];dx—l— (1.37)
Para L, tenemos de la ec. (1.36)
£(¢/7 8,LL¢/) = £(¢ + 5¢7 aﬂ¢ + aﬂ<5¢>)
oL oL
=L+ —0p+ ———=0,(6 1.38
5500+ 57000 (1.35)
Entonces, de imponer que 65 = 0, tenemos
55=58—-8= / d'z L(¢,0,9") — / d'z L(¢,0,9)
R R
oL oL
= [ d'z [ 0 + =—=—50,(6 }
[ e |G-+ 5o
oL oL oL
o o Lo e
/R a¢ R M ( u¢)
oL L
_ 4 7=
55—/Rdx{a¢ [ ( )}}5¢+ 0[00 ]dau . (1.39)
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Donde hemos aplicado el Teorema de Gauss

/V-Ad?’a::/A-dS (1.40)
1% S

generalizado a cuatro dimensiones. Como la variacion de d¢ es cero sobre la hipersuperficie o resulta

[ {510 (555 ) | oo o (1.41)

Como d¢ es cualquier posible variacion entre las fronteras de la hipersuperficie, el integrando debe
anularse y resultan las ecuaciones de Euler-Lagrange:

oL oL
Oy | ==——| —==0. 1.42
o) - % (142
La densidad Lagrangiana
L' =L+ 09,n(x)) (1.43)

donde n(z) es cualquier funcién de los campos de la densidad Lagrangiana original, da lugar a la

Accién
S’:/d4x£’:/d4x£+/d4xﬁun
R R R

:/d4x£+/nda”
R o

—9, (1.44)

para una hipersuperficie suficientemente grande. De modo que dos densidades lagrangianas que di-
fieran solo en derivadas totales dan lugar a la misma Accion.
Usando el principio de minima accion en términos del campo ¢, tenemos que para la densidad

Lagrangiana (1.18)
RERENC AN
()@ .

las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.42)

oL 05} oL 0

[ - )5
2] & ]

ot |0(8¢/ot) | 0z |9(00)0z)
10 [0p] 0 [0¢]
02 Ot [E} 0z [&} B
1% ¢
SoE 92 =0, (1.46)

que corresponde a la ec. (1.28).
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Generalizando a tres dimensiones vemos que la ecuaciéon para una onda propagandose a una
velocidad v, eq. (1.29),
1 0%
——— V% =0, 1.47

proviene de una densidad Lagrangiana (hasta derivadas totales)

1|/ 10¢\°
“5[(@5) ‘WW]

1

1
— | st tn0 ~ 2600 (149

1.3.2. Teorema de Noether para simetrias internas

Para un campo complejo la ec. (1.35) se generaliza a

S[6, 6", b, D 6"] = /R d'e £(6, 6", 0,6, 0,6") (1.49)

Usando el mismo procedimiento, se obtiene

o= Jore {5 -2 Gl oo oo (55 - [ (o ]} o

oL oL
+/d4x8 { 0p+ 09" } =0. 1.50
00,0 5,00 0
Usando de nuevo el Teorema de Gauss resultan las ecuaciones de Euler Lagrange para ¢ y ¢*
oL oL oL oL
O || - 2= =0, 0 ~ = . 1.51
e -5 o) -5 2y

De otro lado, si asumimos que ¢ y ¢* satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange, en lugar de asumir
que 0¢ y 6¢* se anulan sobre la hipersuperficie, los dos primeros términos de la ec. (1.50) se anulan
y tendremos que para que 0.5 = 0:

/d4:c (0,J") =0, (1.52)
R
donde,
oL oL
J“:l }(w 56" [ ] 1.53
50,9) 5(0,6") (1.53)
Entonces J* satisface la ecuacién de continuidad:
o, J" =0 (1.54)
0J°
— J = 1.
BT + V. 0 (1.55)

Integrando con respecto al volumen
8J 0
— d’x / V- Jd'z =0,

aJO
= &x /J-dS:O, 1.56
L ot g (1.56)
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Escogiendo una superficie suficientemente grande que abarque toda la fuente de densidad p = J°, de
la corriente J, el segundo integrando es cero y

d
— dx = 0. 1.57
g ), e (1.57)

Este resultado es conocido como Teorema de Noether. Este establece que para toda transforma-
cién continua del tipo (1.36), debe existir una cantidad conservada, d@/dt = 0, que en este caso
corresponde a

_ 3
Q—/Vpd x. (1.58)

1.3.3. Teorema de Noether para simetrias externas

Para el caso de una simetria externas, por ejemplo la correspondiente a una traslacion espacio—
temporal

ot — 't =2t + dat

gt =da (1.59)
tenemos
¢ (z") = ¢'(x + da) (1.60)
~ ¢ (x) + ag;f) sa* (1.61)
= [6(a) + 59()) + 5 [0(a) + 50 (x) o (162)
~ o(x) +0¢(x) + agif)éa“, (1.63)

donde, por simplicidad, ¢ es de nuevo un campo real. Entonces,

Ag(x) = ¢'(2)) — ¢p(x) = dp(x) + ag—if)(h". (1.64)
Para una traslacion, A¢(z) = 0, ver figura 1.4. De modo que
56 = —(Bus)bat, (1.65)

y la transformacién del campo ¢ como consecuencia de la traslacion es
o(x) — ¢'(x) = ¢(x) — 0d(x) = d(x) + (9d(x))dat . (1.66)
Si a* es constante (un andlisis mas general es hecho en [3])

d*z’ = d'x (1.67)
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P(x)

Figura 1.4: Traslacién de funcién y coordenadas en una dimensién: ¢(z) = ¢'(2)

En este caso, asumiendo que el campo satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange y usando la ec. (1.65)
y (1.42) tenemos

5= [ s £6,9,000") ~ [ do £(6(0).0,0(). )
R R
= / d*x L(¢+ 0¢,0,0 + 0,(00), x + da) — / d*x L
R

~ / [L+a—§5¢+ (af 5570 (5¢)+(apc)5aﬂ} - /R d'a L

_ / [8_¢5¢ (af 550" (5¢)+(apc)5aﬂ]

e {5 - )
ol ]

_ /R 'z d), {— oL 5,6+ 5#4

9(0u9)
= / d*z (9,T!) da” = 0. (1.68)
R
Y por consiguiente

0, Tl =0, (1.69)

donde or
T = 0,p) — L L 1.70
50,9) " L

El tensor T} proviene de asumir la homogeneidad del espacio y el tiempo y es llamado el tensor de
momentum-—energfa. La densidad Hamiltonina se obtiene de Ty

H="Ty = —¢¢ L (1.71)
= n(z )aq;(t) L. (1.72)

Comparando con la expresiéon correspondiente en la formulacion Lagrangiana de la Mecanica Clésica,
tenemos que si ¢(x) es la variable canénica, la variable canénica conjugada es 7(z)

oL
0(99(x)/0t)

m(x) = (1.73)
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El teorema de Noether en este caso establece que la invarianza de la Accién bajo traslaciones tem-
porales da lugar a la ecuacién de continuidad (1.69) para v =0

0, Tt =0 (1.74)

cuya carga conservada corresponde a la energia

H:/d3xT00:/d3xH. (1.75)
\%4 1%

De igual forma la invarianza bajo traslaciones espaciales de lugar a ecuaciones de continuidad para
cada componente v =i (i = 1,2, 3)

8,T" =0, (1.76)

cuyas densidad de cargas conservadas, T, que en forma vectorial escribiremos como T?, dan lugar
a la conservacion del momentum

= / d*x TV (1.77)
\%4

Generalizando a un campo complejo

7= %% _(5,6) + (09,61 =E

Y 0(0u9)

565 ShL (1.78)

1.4. Aplicacion a Mecanica Cuantica

Haciendo h = 1, el Lagrangiano que da lugar a la ecuacion de Schrodinger es

ot ot
_ % 0" O — = (470 — B ) + UV,

N A R (| (e S ! (1.79)

Aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.51) para la funcién de onda 1* obtenemos la ecuacién
de Scrodinger con A = 1:

oL oL oL oL oL
=0 {a(aﬂ/’*)} oy =% [0(00¢*)] + 0 {0(@@5*)} G (1.80)
Como
8((9o¢) B _§w a(ao¢*) - 2¢
oL 1 . . oL i )
gp 20V TYV e = 500" + V.
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Entonces, reemplazando la ec. (1.81) en la ec. (1.80), tenemos

oL oL i 1 i
0= )~ = (34) +0 (o) - (30 +v)

i 1 i
= 500 + 5 0.0 + 000 — V. (1.82)

Que puede escribirse como

2
ot

El Lagrangiano en ec (1.79), y por consiguiente la Accién, es invariante bajo una transformacién
de fase

Y= (—iw + V) V. (1.83)

Y — ) = e, (1.84)

Por consiguiente, de acuerdo al Teorema de Noether, debe existir una cantidad conservada. La co-
rriente conservada se obtine de la ec. (1.53). Para los campos ¢ y 1, tenemos

S = — = (e ~ 0y (1.85

0 1)
S~ —if), (1.86)

Usando ademés la ec. (1.81) en la definicién de J° dada por la ec. (1.53), tenemos

. [ or oo ]
- [6}(00@&)} e {a@owﬂ
= 50" (#00) + (=i00") S
= 04y, (1.87)
y
. [ e [ oor
- [a@w] wow {a@wﬂ
1 .l |
= % 7 (i0) + (=i )% i
= I (oo —vow). (1.88)

Entonces, normalizando apropiadamente la corriente escogiendo 6 = 1, tenemos

JO = y* (1.89)

7
= — —* . 1.90
I= 5 VY - YY) (1.90)
De acuerdo a la ec. (1.89), la cantidad conservada corresponde a la probabilidad de la funcién de
onda y normalizando apropiadamente la ec. (1.58)

Q, - /V Pyl =1 (1.91)
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En cuanto a las simetrias externas, tenemos de la ec. (1.70) que da lugar a las ecuaciones de
continuidad (1.74)(1.76)

9, T =0
0,T!" =0 (1.92)
Las cargas conservadas corresponden entonces a Ty y 7. Usando las ecs. (1.81) en la ec. (1.78)
oL oL
= i) + ("
aG@w) T O a0
Ty =~ ?ﬁ(aﬂﬁ) + 5(8i¢*)¢ (1.93)
Entonces, definiendo _
T = S (WV§ — ¢ V) (1.94)
Ademas
7; * *
T = L (-V() - 'V — 47 V)
-k 4 *
= —ip* Vi + §V(w ). (1.95)
Integrando en el volumen
/ T @y = —z'/ BV P — EV/ W P (1.96)
1% 1% 2y

De acuerdo a la ec. (1.91), la tltima integral es una constante y

/ T Pz = —i / V*VYdir
14 \%

p) = / Y pudix (1.97)
v

De modo que (p) son las cargas conservadas asociadas al valor esperado el operador de momentum
p=-iV. (1.98)

De otro lado

oL oL
T) = 0oy + O, —L
O Bag) T o)
= ——¢*ao¢ + 50¢ (e —5 VO + 5 (@D*aotb — O™ ) — Y VY
e (1.99)
m

Como las corrientes solo estan determinadas hasta un factor de proporcionalidad, definimos
1
H=-T)=-—Vy*" Vi + ¢V
2m

1 * 1 * *
=5-V- (V*VY) — 5 V3 + V. (1.100)
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Integrando sobre el volumen y usando la ec. (1.97)

/Hd3x_—/V V) + < —V2+V)1pd3

— —V (V") + (——V2 + V) ¢ d’x

( 1 24+ V) O dPx
m
_ /V'(/)* (—%Vz + V) v diz . (1.101)

Entonces

(1.102)
Que es un resultado bien conocido de la mecanica cuantica.
Como .
H=—p+V 1.103
50 TV, (1.103)
podemos escribir la ec. (1.83) como
0 ~
—1) = H. 1.104
iy =Hy (1.104)
Podemos identificar entonces los operadores de energia y momentum.
=i p=—iV (1.105)
= 7— = —1 . .
at Y p

Retornando a la ec. (1.97), tenemos que para la solucién de particula libre de la ecuacién de
Schrodinger '
= Ae kX (1.106)

la condicién de normalizacién en ec. (1.91) implica que |[A|*> =1/L3% y
/ Tz = k. (1.107)
v

Noétese que de la ec. (??) se puede obtener la densidad Hamiltoniana, y usando la ec. (1.71) se
puede encontrar la densidad Lagrangiana

1.5. Aplicacién a la cuerda unidimensional

Para el Lagrangiano en la ec. (1.18), la ecuacién de continuidad para la energia es

0,1} =0
OTy + 05T =0
OH 0P,

— T =0 (1.108)



292 CAPITULO 1. TEORIA CLASICA DE CAMPOS

donde H = T} es la densidad de energia y P, = T3 es el flujo de energfa en la direccién z a lo largo
de la cuerda. Mientras que la ecuacion de continuidad para la conservacion del momentum es

oy OT?
— 4+ —=0. 1.1
ot * 0z 0 (1.109)
Entonces el Hamiltoniano para la cuerda unidimensional se puede obtener de la ec. (1.71)
oL 0¢

H(06/01,00/02) = 5oy =

o () s ()G
_ % [é (%)2 n (%)1 | (1.110)

L
H:/ Hdz . (1.111)
0
0H

De acuerdo al Teorema de Noether,

que establece la conservacion de la energia. Ademaés
L
P. = —/ T dz . (1.113)
0

La componente z del vector de flujo de energia (vector de Poynting) del campo ¢ esta dado por
T3. De la ecuacién para TH (1.70)
oL
.= ————(0¢/0t
P a(a¢/az)( ¢/0t)
0p O¢

De otro lado

o 0L
10006
= 5 5 (1.115)

La cantidad conservada corresponde en este caso al momentum en la direccién z
P, = —/ dcxTy. (1.116)
1%

Para encontrar la forma explicita del Hamiltoniano y de P,, proponemos como solucién general
a la ecuacién de onda (1.28)

oo

2\ 1/2
o=t = (25 L) [an et g e Enzmen ] (1.117)

n=—0oo



1.5. APLICACION A LA CUERDA UNIDIMENSIONAL

23

Para que se satisfagan las condiciones periédicas ¢(0,t) = ¢(L,t), donde L es la longitud de la cuerda

n=—0oo

Igualando cada coeficiente a, (o a)

—iwnt _ ei(knL—wnt)

e
eiknL _ 1
Y 2
k= =0, 41,42,
L

De la ecuacién de onda,

186 &

v2 ot 022

00 1 82 ’U2 1/2 ' '
I i(knz—wnt) * —i(knz—wnt)
3 2 { () ot g e

n—=—oo

() 02 1/2
o Z azz {( ) [an 6i(knz—wnt) + CLZ e—i(knz—wnt)}} —0.

Igualando para cada coeficiente a,, y a,

1 82 Uz 12 i(knz—wnt * _—i(knz—wnt
E@{(zwnL) [y e tr=ment) gy g nzmeont)]

2 9 1/2
() e
z Wn,

—iw, O

) E [an ei(knz—wnt) . CL:; e—i(knz—wnt)}
v
. 0 i(knz—wnt) * —i(knz—wnt)
—zl{:n&—[ane " " —a,e " ”]:0,
z
_wg

[CL z(knz wnt) —|—CL* —i(knz— wnt)]
+ k,2 |:a'n 62(knz—wnt) + a; e—z(knz—wnt)} =0
w721 2 * ok
__+kn [an¢n(z,t)+an¢n(z,t)] :07

donde

ei(knz—wnt) ]

(bn(zv t) =

0o p2 O\ /2 0?2 O\ V2 . ,
Z (2w L) [an —iwnt —|—CL* zwnt] o <2w L) [an el(knL—wnt) +a:; e—l(knL—wnt)} ; (1118)

(1.119)

(1.120)

(1.121)

(1.122)

(1.123)

(1.124)

(1.125)
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Entonces, se debe satisfacer que

W = 02k2
4m3n?
w2 = 2? 7 (1.126)
k, v w, satisfacen
k_, = —k,, W_y = Wp. (1.127)
La ecuacién (1.117) queda
00 02 1/2
o= 3 (55) ottt o 6ice.0) (1128
y las funciones ¢,, satisfacen las siguientes condiciones de normalizacion
L
/ dz ¢ (2, )P (2, 1) = Onm.- (1.129)
0
Ademas ;
/ dz ¢n(2, )b (2, 1) = 6 _me 2L, (1.130)
0

En tal caso de la ec. (1.111), tenemos (ver problema 2)

L L
1 da¢@+1/da¢a¢
0

"2 )y Totor " 2), Cozo-

=Y wadian (1.131)

n=—0oo

En unidades naturales donde h = 1, E = hw = w, y la frecuencia w tiene unidades de energia.
Ademas

L o
PZ:—/ Tdz= Y knaja, (1.132)
0

n=—oo

De nuevo el nimero de onda representa el vector de flujo de energia. R

En una teoria cuantica de campos, el campo ¢ pasa a ser un operador ¢. Esto puede hacerse de
dos maneras. Por el método de cuantizacién canénica, usando la variable candnica conjuga m(z,t)
definida en la ec. (1.73), que para el caso de la cuerda unidimensional corresponde a

1 0¢
t) ===, 1.133
( ? ) U2 at ( )
Entonces los correspondientes operadores para ¢ y m deben satisfacer (h = 1)
(6=, ), (2", 1)] = i8(2' — 2)
[B(z,1), 6(</,1)] = 0 (1.134)
[7(2,t),7(', )] =0
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En este caso ¢, puede expandirse en términos de los operadores a y a'

0 2

1/2
(%(Z,t) — Z (2;} L) [dn ei(knz—wnt) + diz ei(knz—wnt)]

n=—oo

= i bn (1.135)

n=—oo

y QAS y 7 satisfacen las relaciones de conmutacién (1.134) si

G, 0] =1
[Gn,a,] =0
[af,al] = 0. (1.136)
El Hamiltoniano es ahora un operador dado por
H=Y" w,N,, (1.137)
Con el operador de ntimero Nn, dado por
N, = dla,. (1.138)

Ya que ]Vn es Hermitico, cada Nn este tiene un conjunto completo de autoestados ortonormales [7]

Ny|m) = m|m)

(m/|m) = 6

1= |m)(m]. (1.139)

Utilizando las relaciones de conmutacién de N,, con a,, v al, se puede demostrar que

allm) = vm+1|m+ 1)
anlm) = V/m|m —1). (1.140)

y por consiguiente
N,|m) = m|m) (1.141)

Esto significa que todos los estados se pueden generar desde un estado base |0)

10). (1.142)

A los estados |m) se les llama estados de fonones. m corresponde al niimero de fonones de energia
Wy, diL crea un fonén de energia w,, y a, destruye un fonén de frecuencia w,,. Al estado |0) se le llama
el vacio.
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Para dos operadores de ntimero de frecuencias diferentes w,,, y w,, tenemos

No[110n,) = 12, |,) N[ 110y) = 1y [0, )
Ny, [mn,) =0 N, |, ) = 0. (1.143)
De este modo -
Hlm,,) = Z W Noy [y ) = Wiy M, [, ). (1.144)

El autoestado del Hamiltoniano para I conjuntos de fonones de diferentes frecuencias puede
escribirse como
[Mnys Mgy« ooy My ) (1.145)
A tales estados, con un numero definido de fonones de varias frecuencias, se les llama estados de
Fock.
Los autovalores del Hamiltoniano para un estado de Fock son

1

H|ma,, M, . ..  Myp,) = Zwmmm Mgy Mgy -« oy My, ) s (1.146)
i=1
de modo que la energia de un estado de Fock es
I
E = (Mpy, Mgy ooy My, [H My, My oo ymp,) = Zwmmm. (1.147)
=1

Los fonones estan asociados a frecuencias, o modos normales de la cuerda, de modo que estan
relacionados al movimiento de la cuerda como un todo, mientras que las particulas de la cuerda
estan localizadas en el espacio de posiciones. En general pueden existir particulas asociadas a campos
abstractos que no tienen conexién con ningun sistema mecanico.

Finalmente, si el nimero de cuantos de una determinada frecuencia w,, se puede conocer sin
ninguna incertidumbre entonces el campo ¢én,(2,t) = (n1|dn, (2, t)|n1) es completamente incierto.
Entre mayor sea la incertidumbre en el nimero de fonones de una determinada frecuencia con mayor
precisién se podra determinar el campo cldsico asociado a esa frecuencia [7].

Retornando a la ec. (1.144) podemos ver que (ﬁnl puede interpretarse como una particula que
transporta una energia (h = 1) A

(Mg [ H My ) = iy iy (1.148)

Para una interpretaciéon completa de particula se debe mostrar que el campo cuantizado también
transporta momentum. De hecho R
(Mg | Pe| iy ) = Koy, (1.149)

La interpretacién del nimero de onda de un campo cuantico como momentum es mas simple en
el contexto de la relatividad especial. La ec. (1.126), puede interpretarse como la ecuacién energia
momentum de la relatividad especial (¢ = 1)

E* = p* +m?, (1.150)
sim =0y v =c, es decir, para ondas propagandose relativisticamente

wh =kp (1.151)
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El momentum de la particula coincide con el correspondiente niimero de onda

Entonces, la interpretacion del campo (ZS como particula, es mas directa en un contexto donde se
combine la relatividad especial con la cuantizacién del campo mismo. Obviando estos detalles, en
adelante llamaremos particula al campo clasico.

Si modificamos el Lagrangiano en ec. (1.18), para incluir un término adicional (v =c¢=1)

L(0p)0t,0¢/0z) = [(gf) (%)2 - m2¢2] . (1.152)

entonces, la ec. (1.135) es solucién a la ecuacién resultante de aplicar las ecuaciones de Euler-
Lagrange:

»o 0%
o g TO=0
o 0
si
w? =k* +m? (1.154)

De este modo m puede interpretarse como la masa de la particula.
Generalizando a 3 dimensiones tenemos el Lagrangiano de Klein-Gordon

(gf) — 1V Vo — im?¢?, (1.155)
que dan lugar a la ecuacién de Klein-Gordon
(@—V +m )gb 0. (1.156)

1.6. Problemas

1.1 Obtenga el Hamiltoniano a partir de Lagrangiano en(1.14) y encuentre la expresién para la
densidad Lagrangiana en términos de ¢.

1.2 Demuestre las ecuaciones (1.131)(1.132).

1.3 ;Que cambios se requieren al Lagrangiano de la ecuaciéon de Dirac para que la Accion sea
invariante bajo transformaciones Gauge Locales?. Ver seccion 3.4.

1.4 A partir del Lagrangiano de la Mecanica Cuantica invariante bajo transformaciones de fase local
encuentre la ecuacién de Schrédinger en presencia del campo electromagnético. Ver seccién 3.4.

1.5 Calcule T para el Lagrangiano de Schrodinger

oL oL
T =——— 9yt + O
o) b+ O B o

De modo que T} # T¢.
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Capitulo 2

Campos vectoriales

2.1. Unidades Naturales

Las unidades naturales son unidades fisicas de medida definidas en términos de constantes fisicas
universales [19]. El primer conjunto consiste de unidades naturales, las unidades de Planck [20], fue
formulado por el propio Planck después de establecer la tultima constante universal, que lleva su
nombre. En palabras de Planck

...ihre Bedeutung fiir alle Zeiten und fir alle, auch auflerirdische und auflermenschliche
Kulturen notwendig behalten und welche daher als »natiirliche Mafleinheiten bezeichnet
werden konnen...

... These necessarily retain their meaning for all times and for all civilizations, even
extraterrestrial and non-human ones, and can therefore be designated as “natural units”...

De este modo, estas unidades son naturales debido a que el origen de su definiciéon proviene solo de
propiedades de la naturaleza y no de alguna construcciéon humana. A diferencia de otros conjuntos
de unidades naturales las unidades de Planck donde
1
Gy =1, h=1, c=1, K = =1, k=1, (2.1)

4dmeq

estan basadas s6lo en las propiedades del espacio libre, y no en las propiedades (tales como carga,
masa, tamano o radio) de algiin objeto o particula elemental.
Las constantes fisicas que suelen normalizarse se escogen del conjunto dado por la ec. (2.1) y

e, Me, M. (2.2)
Teniendo en cuenta que 1eV = 1.602 176 487(40) x 10719 J.

1077 GeV =1.602 176 487(40) x 10717 ]
1 GeV =1.602 176 487(40) x 1071°J
(2.3)

Example 2.1.0.1
Calcule la energia cinetica de un mosquito de 2 mg, moviendos a 1.6 Km/h

29
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V=1.6 x 10-19 Joules
1 TeV = 1.6 x 10-19 x 1012 Joules = 1.6 x 10-7 Joules

1/2 m v2 = 1.6 x 10-7 Joules, m = 2 x 10-6 kg therefore v = 0.4 m/s = 1.4 kph
Teniendo en cuenta que [23]
c=1299792450ms™"  (exact), (2.4)
podemos obtener la relacion entre longitud y energia a partir de

he =1.054 571 68(53) x 1073 Js x 299 792 450 ms™*
~3.161 526 28 x 1072 Jm
1GeV

1.602 176 487 x 10-10J
=1.973 269 631(49) x 107! GeV m. (2.5)

~3.161 526 28 x 10726

Entonces he = 0.1973 269 631(49) GeV fm.

Example 2.1.0.2
Calcule la energia potencial de Coulomb para una par de protones (o electrones) separados una
distancia [ = hc/GeV = 0.1973 269 631 fm

ke? e?
V=—= -1
I dreg(he) GeV

2

- 4dreghe

GeV. (2.6)

Como V tiene unidades de energia, de la ec. (2.6) resulta entonces la constante adimensional
conocida como la constante de estructura fina

62

S 2.
“ dmeghc’ (2.7)

que no puede tomar un valor numérico diferente sin importar el sistema de unidades que se use.
De modo que no se puede tener un sistema de unidades que normalice todas las contanstes fisicas
presentes en «. Sélo 3 de las cuatro constantes e, h, €y y ¢ pueden ser normalizadas, y la otra queda
dependiendo del valor de a.

El propdsito de las unidades naturales es simplificar las expresiones algebraicas que aparecen en
las leyes fisicas.

El sistema de unidades naturales que usaremos es el de las Unidades de Planck Modificadas
(MPU)

Gy =1, h=1 c=1, € =1, k=1, (2.8)

de modo que

e = Vira, o  a=—. (2.9)
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6.582 118 99(16) x 107 %5 hGeV™!
1.973 269 631(49) x 10~ m he GeV T
1kg 5.609 589 12(42) x 10% GeV/c?
1K 8.617 343(15) x 10~ /k GeV
299 792 450 m s~ " c
m kg 2.842 278 859 x 1071k ¢t

Tabla 2.1: MKS < MPU

podemos obtener la relacion entre el tiempo y la energia de

= % =1.054 571 68(53) x 107** Js = 6.582 118 99(16) x 107*° GeV's, (2.10)
Similarmente para la relacién entre temperatura y energia, tenemos de la constante de Boltzman
k = 1.380 6504(24) x 107 JK~! = 8.617 343(15) x 10~ GeVK™. (2.11)
La relacién ente masa y energia se puede obtener a partir de
Gn = 6.674 28(67) x 107 'm®kg ™' s72 = 6.70881(65) x 10™**hc(GeV /c?) 2 (2.12)
entonces’
M, = g—; = 1.2209 x 10"GeV/c? = 2.1765 x 10 % kg (2.13)
y
Gy = Z—; . (2.14)

La energia de Planck es entonces M,c?, e igual a la masa en unidad naturales. Los factores de
conversion del sistema MKS a MPU estan dados en la Tabla 2.1 después de hacer h=c=k =1

De los factores de conversién de la tabla vemos que masaxlongitud tiene las mismas unidades
que h/c, de modo que podemos definir la longitud de Planck tal que

h
L, M, ==
Lo _h [Ox_ [nGx
PoeM, ¢V he c
~ 8.1907 x 10—20L ~ 1.6163 x 107 m (2.15)

cGeV

Este analisis dimensional muestra que la longitud de Planck corresponde a una escala a la cual los
efectos gravitacionales llegan a ser importantes, es decir, que la intensidad del potencial gravitacional
es del orden de la masa de la particula que lo genera”

2

M
‘/gravity = GNL—p = Mp02 (216)
p

1o de una masa bien medida, por ejemplo m, = 0.938 272 013(23) GeV/c? = 1.672 621 637(83) %" kg.
2This is shown using dimensional analysis, much in the same way as the Bohr radius, beyond which the full quantum
mechanical description of the Hydrogen atom cannot be neglected. Note that the Bohr radius was derived before a

modern quantum mechanical treatment of Hydrogen became available. A similar statement can be made about the
Planck length [22].
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M, Vhe/Gn 2.1765 x 10 % kg
L,| AGN/E |1.6163x10%m
tp VhGy/cd 5.3912 x 10~*s

T, | VR /(Gy k2) | 1.4168 x 102K
Q, e/\a 1.8756 x 10718C

Tabla 2.2: Unidades de Planck Gy =h=c=¢ =k =1

Finalmente, el tiempo de Planck es

_ Lp _ hGN —20
tp=—t =/ —— ~ 81907 x 107 5=

y la temperatura de Planck es

M > hcd
T =P _ = 1.4168 x 102K . 2.18
=7k T\ Gye % (2.18)

Teniendo en cuenta la condicién en (2.16), podemos también definir la carga de Planck tal que la
intensidad de Potencial de Coulomb para dos masas de Planck separadas por la longitud de Planck
sea igual a la energia de Planck

~ 5.3912 x 107* s, (2.17)

1 Q
oulomb — —£ =M,¢’
VGoulomb Ineg L, pC
LQiI% :M 02
dmeo hf(cM,) "
%
dreghc
Qp == ~ 18756 x 107 C. (2.19)

Va

Entonces la constante de estructura fina puede pensarse como el cuadrado del cociente de la carga
elemental a la carga de Planck
0\ 2
a={(—) . (2.20)
(Qp)

Estos resultados estan resumidos en la Tabla 2.2

Example 2.1.0.3
Calcule el potencial gravitacional para un par de protones separados una distancia Lyyoton = 2/ (€ Mproton) =
2.1 x 107 m

2 2
m c G m
_ P 3¢ YN 392 % 2 . 10—38 2
Veravity = GNL = GNmp?_L = e = e 10™myc (2.21)
proton

p

En este caso la energia potencial gravitacional es mucho menor que la escala de energia correspon-
diente
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Example 2.1.0.4
Compare la intensidad gravitacional con la Coulomb para un proton, y para una particula de Planck.
Usando la ec. (2.14)
G N m%
VCoulomb B (1/47T€0)62

Vgravity o

10_36 - roton
R (2.22)
10 mx = M,

Example 2.1.0.5
De la constante de Fuerza electrostatica K = 1/(4meg), podemos obtener el valor de la constante de

estructura fina electromagnética a = €?/(4meghc)

1 1 1
K = ~ C2Nm? = 2K 3 9
drey Am x 8854 x 102~ T Irx885dx 1012 emF

1
N SR TooZC X 5:6096 x 10%°GeV x (5.068 x 107GeV™)?
s .

3p—2
X (1.519 x 107*1GeV ™) 72 x M
&

~2.84 x 10°°C?he
1.602 x 1019\ 2

2

~2.84 x 10°°C2 x (
(&

-3
:7.296 >2< 10 .
e

C

Definimos la cantidad adimensional o, como

7296 x 10~
dreohe 137

2.2. Notacion relativista

Las transformaciones de Lorentz se definen como la transformaciones que dejan invariante al
producto escalar en el espacio de Minkowski definido como

2 iy 2
a* = ga'd’ =a,a” =a —da =d" —a-a (2.23)

donde pu,v =0,1,2,3,i=1,2,3 y se asume suma sobre indices repetidos. Ademas
(2.24)

ay = g a
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Finalmente la métrica usada se define como

1 0 0 0
0 -1 0 0
0o 0 0 -1
donde {g,, } denota la forma matricial del tensor g,,.
El producto de dos cuadrivectores se define en forma similar como
a,b” = ga't’ =a’t’ —a-b (2.26)
El inverso de la métrica es
{gwj} = {gw/}_l = {g;u/} (2.27)
tal que
9" Gow = 1 and  a" = g¢"a, (2.28)
Bajo una transformacion de Lorentz.
a* — a" = AF,a”. (2.29)
La invarianza del producto escalar en ec. (2.26)
", = akb, (2.30)
da lugar a
Iuw = AugapA®, or {9} = {Aua}T {9as} {Aﬁu} : (2.31)
En notacién matricial
g=A"gA. (2.32)

Como un ejemplo de Transformacién de Lorentz considere un desplazamiento a lo largo del eje x

t t \Z% cosh¢ sinhé 0 0

P a | % _ | sinh§ cosh¢ 0 0
=10 |y Y 0 0 10
z 2 > 0 0 01

donde
cosh& =~ sinh & = v, and

= {AM " (2.33)

Nl 8] o+

(2.34)
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El A#, definido en la ec. (2.33) satisface la condicién en ec. (2.31),
coshé sinhé 0 0 1 0 0 0 coshé sinhé 0 0
ATgA = sinhé coshé 0 0O 0 -1 0 O sinhé coshé 0 0
0 0 10 0 0 —1 0 0 0 10
0 0 0 1 0 0 -1 0 0 0 1
cosh{ —sinh¢é 0 cosh 5 sinhé 0 0
| sinh&  —cosh¢ O 0 smh £ cosh E 00
n 0 0 — O 10
0 0 0 0 1
cosh? & — sinh? ¢ cosh 5 s1nh§ —coshésinhé 0 0
| cosh{sinh§ — cosh { sinh sinh? € — cosh? ¢ 0 O
n 0 0 -1 0
0 0 0 -1
—g (2.35)
Denotaremos los cuadrivectores con indices arriba como
a" = (a°,a*,a a*) = (a°,a) (2.36)

Entonces el correspondiente cuadrivector con indices abajo, usando la ec. (2.24), es

0 1 2 3 0

a, = (aop, a1, as,a3) = (a’, —a ,—a”,—a’) = (a’, —a). (2.37)
Con esta notacién, el producto escalar de cuadrivectores puede expresarse como el producto escalar
de los dos vectores de cuatro componente a* y a,,.

2.2.1. Ejemplos de cuadrivectores

o =(2° 2t 2% 1) = (tx,y,2) = (t,%) (2.38)
P =" p". 0", 0°) = (E,pa.py,p:) = (E, D) (2.39)

De la relatividad especial tenemos que

E =ym
p =ymv. (2.40)
Por lo tanto, ya que v? = v? = |v|?
E? —p? = ¥*m*(1 —v?) = m?. (2.41)

El invariante de Lorentz asociado a p* corresponde a la ecuacién de momento energia una vez se
identifica la masa de una particula con su cuadrimomentum

P’ =pup" =m® = E? — p’ (2.42)

De [29]
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The intuitive understanding of this equation is that the energy of a particle is partially
due to its motion and partially due to the intrinsic energy of its mass. The application
to particle detectors is that if you know the mass of a particular particle, or if its going
so fast that its energy and momentum are both huge so that the mass can be roughly
ignored, then knowing the energy tells you the momentum and vice versa

Para p = 0, es decir cuando la particula estd en reposo se reduce a la famosa ecuacién.
Del electromagnetismo tenemos

Jt=(JJ) = (p,T) (2.43)

A= (A" A) = (¢, A) (2.44)

Del célculo vectorial

” o (0 090 0 090N\ _ (0 0 0 0
Ox, \Oxo Oxy Oxy’ Oxz) \ 020 Ox!’ 022" Oxd

0 _90 _0_98
ot ox’ Oy 0z

=(8,—V) = (8", -V) (2.45)
e L (2.2.0.0) v a0

Por consiguiente:
V = 0% (2.47)

Producto escalar:
a b = gab’ = a’t’ —a'b' — a** — a’b* = a"b’ — 't ="’ —a-b (2.48)

Entonces

Oyat = aa—ato +V.a (2.49)

La ecuacién de continuidad d,J" = 0 es un invariante de Lorentz. El operador cuadratico es, usando
la ec. (2.23)

0=0,0' =" -V?=— - — - = _ = = (2.50)

Por consiguiente la ecuacién de onda en ec. (1.153) es invariante de Lorentz
Los operadores de energia y momentum de la mecdnica cudntica también forma un cuadrivector

P = (7,p) = (H.p) (2.51)
con H, y p dados en la ec. (1.105). Entonces

pPr=i0" =i(0°,0") = i(%, -V) (2.52)
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Del problema 1. 3 se han definido las derivadas covariantes

DO :80 —+ iqA(]
D =V —igA
(2.53)
Podemos definir el cuadrivector
DM :(DOa D)
=(0o, V) +iq(Ag, —A)
=(8o, 0;) + iq(Ag, —A")
=(00, 0i) +1iq(Ao, A;)
:(00 + 'lqA(), 8 +iA; )
=(Do, D;)
=(Dy, D;), (2.54)
donde hemos definido
D; = 0; +iqA;. (2.55)
Ademas A* tiene la transformacion gauge
) , 5%
En notacién de cuadrivectores
AH — A/'u (AO aX A + VX)
(AO 80)(7 Az 8@ )
(AO Az) (aox,ﬁz )
Af— AH =AF (2.57)

Example 2.2.1.1
Calcule la fraccion de la velocidad a la que puede ser acelerado un protén en el LHC Recuperando
los factores de ¢

1

JI-P

E =ymd? v =

g=2—y/1-

C

m, = 938.272013(23)MeV/c2, and E = 7 TeV
v = 0.999999991 ¢
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La longitud de un objeto esta definida tal que ¢’ = 0, de modo que t = vx/c?, entonces
o =z —vt) =~(x —vx/P) = /1 -2/ (2.58)
Similarmente para la dilatacion temporal x =0y
t'=~t. (2.59)
Por lo tanto observamos al protén contraido en un factor de 1 x 1078

Example 2.2.1.2
La amplitud de decaimiento del muén es

r,= <G—\/g>2 9?331 (@) | (2.60)

con © =me/my, e I(z) =1 — 8z — 24z*In(x) + 82° — 2% Entonces

', = 3.00867837568648 x 10" GeV (2.61)

El tiempo de vida media del muén se define como

1
= =3.32371850737231 x 108 GeV ™!

1

=3.32371850737231 x 10™ x 6.582 118 99 x 10 *° s
=2.19703(4) x 107 %s. (2.62)

La longitud de decaimiento se define como
1
L,=—=—=c7,~658.65m. (2.63)
Ly

El tiempo de vida media se refiere al tiempo de decaimiento para una particula en reposo. Si v =
0.86 ¢, entonces

T, _
T =T, = ﬁ ~4.31 x 107 %s (2.64)

el doble de cuando esta en reposo.
L, =cr, =1290.74m. (2.65)

A medida que el muén se acerca mas a la velocidad de la luz, L, coincide mds con la distancia recorrida
por el muon antes de decaer. De hecho se estima que después de ser producidos en la atmosfera de
rayos cosmicos, a la superficie de la Tierra llegan unos 10000 muones por metro cuadrado cada
minuto [28].
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2.2.2. Ecuaciones covariantes

Con el cuadrivector (2.52) podemos construir la siguiente ecuacién

Pubt'é = m*e
i0,i0" ¢ = m*¢
—0,0"p = m?¢
82 2 2
(w—v +m)¢:o. (2.66)

Que corresponde a la ecuacién de Klein-Gordon (1.156). Una expresién escrita en términos de pro-
ductos escalares de Lorentz se dice que esta en forma covariante. El Lagrangiano covariante que da
lugar a ésta ecuacion es (ver ec. (1.153) (1.155)).

L= %ama% — %m%z (2.67)

El Lagrangiano mas general posible para el campo ¢ es
1 L 50 1,4 3
L= 3 PO — im o+ Z)\(b + ap + by°. (2.68)

Un término de la forma 0,0"¢ puede reabsorverse en la ec. (2.68) como una derivada total. Un
posible término J,0"¢, con J, constante, también puede reescribirse como una derivada total. Un
término constante no afecta las ecuaciones de movimiento. Imponer la simetria ¢ — —¢ anula los dos
ultimos términos. Potencias de ¢ mayores de cuatro daria lugar a una Teoria Cuantica de Campos
no renormalizable.

La dimensién del campo ¢ puede obtenerse usando que la accion es adimensional

[S] > { / d'x m2¢2} = E'E? ¢ — [¢] = E* (2.69)
Diremos entonces que la dimensién de ¢ es 1 (en unidades de energia). Similarmente
MD{/%MWW4:E4QH#HWA:F (2.70)

Como era de esperarse debido a que la derivada tiene unidades de longitud inversa.
Si hacemos A = a = b = 0 en la ec. (2.68), y usando las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.42), se
obtiene

(Pup” —m®)p =
(B2 —P2—m?)p=0 (2.71)
(O +m*)¢ =0, (2.72)
donde ,
O0=0,0" = L V2. (2.73)

ot?
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Es el D’Alembartiano [13]. Ec. (2.71) corresponde a la forma de operadores de la ecuacion de energia-
momentum relativista. La ec. (2.72) se conoce como la ecuacién de Klein-Gordon, con Lagrangiano

1 1
L= 50.60"¢ - §m2¢>2, (2.74)

Una expresion escrita en términos de productos escalares de Lorentz se dice que esta en forma

covariante. Por lo tanto la ecuacién de Klein—Gordon y su correspondiente Lagrangiano estan en

forma covariante. También tienen la simetria ¢ — —¢. A ¢ se le denomina campo escalar.
Definiendo

Fr = grA” — 9" A"
GI = QPAY + 9 A

El Lagrangiano invariante de Lorentz para el cuadrivector A* en ec. (2.44) es, hasta derivadas totales

1 1 1
L= JF"Ey = GGy = J' Ay + gmP AP A, + K AV AN AAPALAYA,
+ a0, A" A AY + ayFP AL A, + asG' AL A, (2.75)

La derivada covariante definida

2.3. Ecuaciones de Maxwell en notaciéon covariante

Ecuaciones homogéneas:

B
V.-B=0, V><E+8a—t:0 (2.76)

Ecuaciones inhomogéneas:

E
V.-E=p, VxB—%—t:J. (2.77)

La primera ecuacion establece la ausencia de cargas magnéticas, la segunda corresponde a la Ley
de Faraday y la tercera a la Ley de Gauss. La cuarta sin el término de desplazamiento eléctrico
introducido por Maxwell corresponde a la Ley de Ampere

V xB=J. (2.78)
Tomando la divergencia en esta expresion tenemos
V.-J=0, (2.79)
que corresponde a la ecuacién de continuidad (1.54) para p constante

dp B
SAVI=0. (2.80)
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De este modo la Ley de Ampere da lugar a la conservacién de carga eléctrica pero solo a nivel global:
una perdida de carga eléctrica en un punto del universo puede ser compensada por la aparicién
instantanea de carga eléctrica en otro lugar del universo. La conservacion global podria necesitar la
propagacién instantanea de senales, y esto estd en conflicto con la relatividad especial.

Tomando la divergencia de la Ley de Ampere modificada por Maxwell

OE
VxB- o =1, (2.81)

obtenemos la ecuacién de continuidad (2.80). Dicha ecuacién establece que la razén de decrecimiento
de la carga en un volumen arbitrario V' es debido precisa y tnicamente al flujo de la corriente fuera
de su superficie; de modo que la carga no puede ser creada ni destruida dentro de V. Ya que V
puede ser arbitrariamente pequeno esto significa que la carga eléctrica debe conservarse localmente.
El término extra introducido por Maxwell estda motivado por un requerimiento de conservacion local.

A la luz del teorema de Noether la conservacion local de la carga eléctrica debe provenir de
una transformacion continua y local que deje invariante a la ecuaciones de Maxwell. Las invarianza
gauge de la ecuaciones de Maxwell juegan este papel. Las cargas conservadas localmente pueden
determinarse a partir de la dindmica del sistema [21], ademés del uso de cargas conocidas que
participen en alguna reaccién. Por ejemplo se puede estudiar la forma como responde una particula
de carga desconocida a campos electromagnéticos para determinar su carga.

El principio gauge local, que pretendemos formular, va mas alld del teorema de Noether estable-
ciendo una relacién entre las simetrias, las leyes de conservacion y la dinamica. Este se constituye en
el paradigma para estudiar las interacciones relevantes en fisica de particulas.

Para mostrar la invarianza gauge que exhiben las ecuaciones de Maxwell, es conveniente reescri-
birlas en forma covariante. Para ello es conveniente usar el potencial escalar eléctrico ¢ y el potencia
vectorial magnético A.

Las siguientes ecuaciones son equivalentes a las ecuaciones homogéneas de Maxwell

0A

Ya que
0
VXE:—Vngb—anA
.
T
y
V.-B=V.(VxA)
=0
Usando el cuadrivector en ec. (2.44) y expandiendo la ec. (2.82), tenemos
- DAY QA
E = (5=
(033’ * 03:0)
B (8A0 B 8Ai)
N 8:61 8:60
_ azAO o aOAz
= 0rAY — 0" A¥, p=1i, v=>0 (2.83)

E'=F" (2.84)
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donde hemos definido el Tensor de intensidad electroméagnetica como:
Fr =0l AY — 9" A", (2.85)
A A* se le denomina campo vectorial. Similarmente

0AI
= kG
OAI

k
€mkB" = €mi€ijk——
I Ot

Bk

oA’
- (512'5771]' - 5l]5m7,)%

_oan o
ozt Jxm
— amAl o alAm
— A AR p=m, v=lL (2.86)

€tmp B = F™ (2.87)

Por consiguiente la ec. (2.85) es también equivalente a las dos ecuaciones homogéneas de Maxwell.
En forma matricial,

0 AT —9'AY OA% — 92A0 9043 — 93 A”

o DAY — A 0 OTA? — 9?A 9 A3 — PA!

| 9240 — %A H2AT — 9t A2 0 D?A% — P A?
PAY—PA3 PA —9'A3 PA* - 97243 0

0o -B' -E* -E

El 0 621333 631232

E2 612333 0 632131

E3 613232 623131 0

0 —-E' —E?> —E3

EY 0 -B* B?

= E?2 B3 0 _B' |- (2-88)
E3 —-B* B! 0

La ec. (2.85) satisface la identidad,
OFM 4 P F" 4 9" FM = 0 (2.89)

Definiendo el tensor dual como

- 1
FHY = 561“/,00 Fp07

la ec. (2.89) puede escribirse como
9, F"™ =0, (2.90)

Para reescribir las ecuaciones de Maxwell inhomogénas en forma covariante usaremos ademés
el cuadrivector J* de la ec. (2.43). Usando la ec. (2.83), la primera ecuacién de Maxwell inho-
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E B Av o
Homogéneas | Ec. (2.76) | (2.82) | (2.85) 6 (2.89) 6 (2.90)
Inhomogéneas | (2.77) (2.93)

Tabla 2.3: Ecuaciones de Maxwell

mogénea (2.77) puede escribirse como

OF'
= J°
ox’
o .
="
ox’
OF" = J°
0, F = J°. (2.91)

Usando las ecs. (2.83), (2.86), la segunda ecuacién de Maxwell inhomogénea (2.77) puede escribirse
como

oBI  OEF

LI

_8(€iijj) B 8E’“ . Jk
ox’ ot

_aZsz o aOFkO — Jk
aZFZk + aOFOk — Jk
A (2.92)
Las ecuaciones (2.91), (2.92) pueden escribirse en forma compacta como
o F* = J¥ (2.93)

0. (0mA° — 0°AY) = J° parav =0
| 8u(0"AT— A = T parav =i

Los resultados sobre la notacion covariante de la ecuaciones de Maxwell estan resumidos en la
Tabla 2.3 De la parte izquierda de la ecuacién (2.93), podemos ver que

v
0,0, F" =
Por consiguiente, la cuadricorriente J* es conservada:

0,J" =0 (2.94)

2.3.1. Lagrangiano Electromagnético

La ec. (2.82) es invariante bajo las siguientes transformaciones

A—A=A+Vy ¢H¢'=¢—g—f (2.95)
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Ya que
0 0A 0
E—-E =— — - = = =E 2.
- VOr gV =3 ~ai VX (2.96)
B-B' =VxA+VxVy=B (2.97)
0

Esto implica que diferentes observadores en diferentes puntos del espacio, usando diferentes calibracio-
nes para sus medidas, obtienen los mismos campos. Las ecs. (2.95), corresponden a transformaciones
gauge locales

En notacién de cuadrivectores

: x
AP A = (¢ 81& A+V )
= ( X A4, )
— (¢ 00)(,/1’ z )
= (0.4 = (&’x.9'x)
AP AP = AP — iy (2.98)

Sea U un elemento del Grupo de Transformaciones U(1):

U= cu(l) (2.99)

El Grupo esta definido por el conjunto infinito de elementos U; = €**). Entonces

= Producto de Grupo
Uy - Uy = 0@ +0(@2)] = gif(@s) o U()

s [dentidad:
O(x) =0 tal que Ur=1

s Inverso
f(—x) = —0(x) tal que -1 — omif()

Note que si .
AF — A" = A~ Loy Ut (2.100)
€

(Si 6 =cte, A* = A" invarianza de fase). Si § es suficientemente pequeno

U= e ~1+if(zx) + O6?) U™ =e @) x~ 1 —if(x) + O6?) (2.101)
Entonces
AM = — é(i@”@(&)s))[l +i0(z) + O(6%)][1 — i0(x) + O(0%)] + A*[1 +i0(z) + O(6*)][1 — if(x) + O(H%)]

=A* + %8“9(@ +O(6?) (2.102)
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Por consiguiente, si x(x) = —(1/e)f(x), entonces la ec. (2.98) es la version infinitesimal de la transfor-
macién U(1) en ec. (2.100). Del Teorema de Noether debe existir una carga conservada corresponde
a la carga eléctrica, asociada la corriente J#, de la cual aiin no hemos especificado su origen.

Bajo esta transformacién

Fr s B (A — 9P A
—OFAY — QMO X — AP 4 97y
—OPAY — A — P\ + 0Dy
=F" (2.103)

De este modo las ecuaciones homogéneas de Maxwell (2.85) son invariantes gauge. Como la transfor-
macién gauge solo afecta al campo A*, las ecuaciones inhomogéneas de Maxwell (2.93) también son
invariantes gauge. De esta forma las ecuaciones de Maxwell corresponde a una Teoria Gauge!. Esto
fue una curiosidad hasta los 1950.

Para ilustrar la relacion entre la conservacion local de la carga eléctrica y la transformacién gauge,
que no es una conexion simple, considere las ecuaciones de Maxwell

O F" = J", (2.104)

que automaticamente incluyen la conservacion local de carga, expresada por la ecuacion de continui-

dad
8,J" = 0. (2.105)

Ademas las ecuaciones de Maxwell permanecen invariantes bajo la transformacién gauge
AP — AT = AR 9Py, (2.106)

ya que dicha transformacién deja invariante a F*. De aqui la sugerencia de la invarianza gauge
esta relacionada de alguna manera a la conservacion de la carga. De hecho la accion mas general
posible para el campo A* compatible tanto con la invarianza de Lorentz y la invarianza gauge local
corresponde a la accién que da lugar a las ecuaciones de Maxwell.

Si queremos que la Accion refleja las simetrias de las ecuaciones de Maxwell debemos mantener
sélo los términos del Lagrangiano para A" en (2.75) que sean invariantes hasta una derivada total.
Bajo una transformacion gauge, cada uno de los términos

1 1
_ZGWG“V + §m2A“AH + K AV A A" + NAVA LAY A 4 a0, AV A AT + ao FM AL AL + asGMALA,

dan lugar a un £ # 0,(algo) y la Accién no es invariante bajo la transformacién gauge. Para los
otros términos, usando la ec. (2.94), tenemos

5L =L —L=0"(])

Por lo tanto, el Lagrangiano

1
L= F"F, — J'A, (2.107)

es el mas general que da lugar a una Accion invariante de Lorentz e invariante gauge local.
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Con miras a calcular las ecuaciones de Euler-Lagrange para el Lagrangiano en ec. (2.107), tenemos
FPF,, =(0"A° — 07A")(0,As — 0,4A,)
=0"A°0,A, — 0P A°0,A, — 0" AP0,A, + 07 AP0, A,
:gpo‘g"ﬁ(&xAﬁﬁpAU — 8aA500Ap — 85AQ8PAU + aﬁAanAp).

Entonces
0
WFPUFP" :gpagaﬁ(dauéﬁvapAa + aaA65PM50V - 5au55VaUAp - aaAﬁ(Sau(spV
niiy
— 080000y As — 0340010010 + 0300005 A, + 08A605u0,).
=g g7 0, As + 9" 9" 0aAg — g9 0, Ay — 679000 Ag
- 9" g7"0,A,; — g’w‘g”ﬁ@gAa + g™ g0, A, + g”ag”ﬁagAa
=0MAY + O AY — OV AF — OV AP — OV AP — OV AP 4 OF AV + OF AV
=4(oM A" — 9" A*)
%Fﬁgﬁwﬁg - 4F'uy (2108)
pn4iy

Usando la ec. (2.108), tenemos

=0

o [oc ] _ o
“10(0,A,)] o4,

1 9 oA
_ FrFE, PP
10 {a(aﬂAM ’ ﬂ 54, =Y
— O, P 4+ 5, =0
O F™ = J. (2.100)

Como era de esperarse una Accién invariante de Lorentz e invariante gauge local, expresada en
términos del Lagrangiano (2.107), da lugar a la Teoria Electromagnética.

De este modo las ecuaciones de Maxwell se pueden derivar del requerimiento de que la teoria,
ademas de ser invariante de Lorentz, pueda expresarse en términos de potenciales de una forma que
sea invariante gauge en esos potenciales. Si un cuadrivector potencial A* es postulado, y se impone
que la teoria involucre este solamente, de una forma que sea insensible a a cambios de la forma (2.98),
se es conducido naturalmente a la idea de que los campos fisicos entran tnicamente via la cantidad
F"  que es invariante bajo la ec. (2.98). De aqui se puede conjeturar la ecuaciéon de campo en base
a la covarianza de Lorentz.

Esto no corresponde ciertamente a una prueba de las ecuaciones de Maxwell. A pesar de eso, la
idea que la dindmica (en este caso la completa interconexion entre los efectos eléctricos y magnéticos)
pueda estar intimamente relacionada a un requerimiento de invarianza local se ha convertido en algo
muy fructifero.

En términos de transformaciones globales, se puede mostrar [21] que el cambio por una constante
del potencial escalar (y = at, Ay — Ay = Ag—a, A — A’ = A en ec.(2.95)), més la conservacién
de energia, da lugar a la conservacion local de la carga. La conservacion local en este contexto
requiere que el cambio por una funcién del potencial escalar en en (2.95) sea compensado por el
correspondiente cambio en el vector potencial magnético A. En general, cuando una cierta invarianza
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global es generalizada a una local, se requiere la existencia de un nuevo campo que compensa,
interactuando de una manera especifica. La teorfas que dan lugar al Modelo Estandar y que describen
las interacciones fuertes, débiles y electromagnéticas, son ejemplos de teorias dinamicas derivadas
desde un requerimiento de invarianza local.

Una de las principales razones de porque la fisica de particulas se formula en términos de lagran-
gianos, es que L debe ser escalar en cada espacio relevante, e invariante bajo las transformaciones
(hasta derivadas totales), ya que la accién es invariante. Haciendo el Lagrangiano covariante de
Lorentz por ejemplo, garantiza que todas las predicciones son invariantes de Lorentz.

2.3.2. Energia del campo electromagnético

Necesitamos la expresion para F),,,

FZ‘IFV: i'FOj:—FOi :0
Fiup = Gy P = {007 0w = 900957 5= R P (2.110)
Fij = Fi = gagpt™ = FY para (=1
De la ec. (1.70), se tiene
oL
TH = ——(0,A)\) — 6L L
v 8(8“14)\)( >\) v
= —F"(9,A)) — "L (2.111)
La energia del campo, corresponde a la componente T
TP = —F(0yAy) — L
1
= —FP (AN + 17w + IR A
Usando las ecuaciones (2.84), (2.87), (2.110)
1
Ty = —F™ (00 Ay) + 1 F 4 A,
v=0 V=i
11— 11—/
= —F"(9yA,) + 1 FF,, + P+ A,
1 1.
= —F"%9,Ag— F"F, + ZF“OFM) + B Fu TR A (2.112)
Tenemos dos partes
=0 pw=j
70 1 10 1 i 20 1 20 1 07 1 71
—F FH0+1F FHO_'_ZF FHZ:—F Flo—i_iF FZQ+ZF FOZ+ZF Fji
: 1. 1. 1.
- —FZOF;'O ‘l‘ EFZOF;'O ‘l‘ EFZOF;'O + ZF]ZFji
1 . 1 ..
= ——F%F+-F"F;. (2.113)

2 4



48 CAPITULO 2. CAMPOS VECTORIALES

Ademas
—F%9,A0 + J" A, = — 0, (AgF™) + Agd, F" + J" A,
=— QL(AOFO“) — AoaﬂF“O + JIA,
=— QL(AOFO”) — A J° + JIA,
= —0;(AgF") —J-A. (2.114)
Entonces
0 0i Lo Lo
. | P |
= —0;(AgF") + QFZOFZO + ZF”F’Z —J-A, suma también sobre i, j
1 . . 1 .
= §E’E’ + ZeijkBkeilel + 0;(AgE") —J - A, suma también sobre 7, j
1 1
= 5E2 - §6le’“Bl +V-(AE)-J-A
1 1
= §E2+§B2+V-(A°E) ~J-A (2.115)
Entonces, en ausencia de corrientes
1 1
H :§E2 + 5B2 + V- (A"E). (2.116)

Similarmente la densidad Lagrangiano puede escribirse como

1 1
L=—7F"Fy =3 (E* — B?) (2.117)

En vista a la ec. (2.112), ya que la densidad Lagrangiana estd definida hasta una derivada total,
como V - (A’E) = 9,(AgF"), la densidad Hamiltoniana también estard definida hasta una derivada
total. De hecho, el Hamiltoniano es

1
H:—/d3x(E2+B2)+/d3xV-(A°E)
2 \%4 \%

:1/d3x (E? + B?), (2.118)
2 )y

y corresponde a la expresion conocida para la energia del campo electromagnético. Hemos usado el
hecho que en ausencia de corrientes todo lo que entra a un volumén debe salir y por consiguiente las
integrales sobre el volumen de la divergencia de cualquier vector es cero.

Similarmente el momentum total del campo, en ausencia de corrientes, corresponde al vector de
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Pointing:
oL
T9=_% pa,
a0 An°
= — F"9,A,

=— FY(0;A; — 0;4;) — FY 0, A,

=—FYE; — FY9,A;

=— FYF9 — 9;(FYA;) + (9;F")A;

=El ey, BY + 0;(E7A) + (J°) A,

=—(ExB)' = V. (AE) — pA’ (2.119)

En ausencia de cargas y corrientes

P = / d*z (E x B). (2.120)

2.3.3. Fijacién del gauge

Para obtener una solucién definitiva a las ecuaciones del campo electromagnético, se debe remover
la arbitrariedad asociada con la libertad gauge de la ec. (2.98). De este modo los campos quedan
especificados univocamente en todas partes. De hecho, de las cuatro componentes del campo A*, solo
dos son independientes y corresponden a los estados de polarizacion de las ondas electromagnéti-
cas [11] (Capitulo 2). A éste proceso se le denomina fijar el gauge, y consiste en imponer restricciones
sobre los campos que fijan la funcién y y remueven la libertad gauge.

Nosotros usaremos el Gauge de Lorentz, definido por la condicién

9, A" =0 (2.121)

Si inicialmente 9,A" # 0, se realiza una transformacion gauge tal que 9,A" = 0. De acuerdo a la
ec. (2.98), esto da lugar a la ecuacién de onda inhomogénea

Oy = 0, A"

que puede solucionarse mediante las técnicas usuales.

Es importante resaltar que la fisica queda inafectada por la escogencia del gauge. El resultado
final para cualquier observable fisico debe ser independiente del gauge usado para calcularlo.

Las ecuaciones de Maxwell (2.93) pueden escribirse como

0 ™ = J¥
D (O"A” — OV APY = J”
0, 0" AV — 0,0" AP = J”

0, 0" AV — O (9,A") = J". (2.122)
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Apliquemos ahora el gauge de Lorentz, ec. (2.121) a las ecuaciones inhomogéneas de Maxwell
(2.122)
OAY = 0,01 A" = J". (2.123)

De este modo, cada componente del campo A* satisface la ecuacién de onda (2.66), o la ecuacién de
Klein-Gordon (2.72) para masa cero. En ausencia de corrientes el campo A* puede ser expandido en
ondas planas con dos grados independientes de polarizacién [11], de forma similar a como se hizo en
la seccién 1.5 para el campo ¢. Una vez cuantizada la teoria, A" corresponde al fotén, y solo queda
con dos grados de libertad independientes que corresponden a los modos transversales de la onda
electromagnética [11] (capitulo 2).

La ec. (2.107), with J* = 0, en el Gauge de Lorentz puede escribirse como

1 v
;C:—ZF'LL F}/«V

= — i(&“AV — 8”14“)(8“1411 - aVAH)

]_ v v v v
=~ (0" A A, — P AD,A, — O AD,A, + 0" AMD,A,)

— _Lorara,a, — 00(470,4,) + 470,00 A,) — 0¥ (A9, A,) + AD, (9" A,) + & AD, A
4 ——

JIs”

1
~ 2040, A, — 0240, ,)

_ %au A9, A, (2.124)

Incluyendo el término con corrientes, y usando el hecho de que un signo global no afecta las ecuaciones
de movimiento, tenemos

1
L=50" A A, + A" (2.125)

2.4. Ecuaciones de Proca

Consideraremos ahora el efecto de adicionar un término de masa a la teoria de Maxwell. Los
campos vectoriales masivos juegan un papel importante en fisica. Campos como W*#, Z# que median
las interacciones débiles son ejemplos de campos de este tipo. Las implicaciones de una masa finita
para el fotén pueden inferirse de un conjunto de postulados que hacen de las ecuaciones de Proca la
tnica generalizacién posible de las ecuaciones de Maxwell [14].

Teniendo en cuenta sélo el término de masa en la ec. (2.107)

1 1
L= = F"Fy+om*AVA, — J'A, (2.126)

Usando las ecuaciones de Euler-Lagrange, tenemos

1 0 0 (1
_Z __ e N e 1y B 2 —
46u{a(auAu)F F} o (2mAA,, JAP) 0

0" +mPAY = J", (2.127)
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Tomando la cuadridivergencia a ambos lados de la ecuacién y usando la ec. (2.122), tenemos
9,0,0"A” — 8,00, A" + m*0,A” = 0,J"
9,0,0" A" — 8,0"9, A" +m?9,A" = 0,J"
m?0,A” = 9,J" (2.128)

De este modo, en ausencia de corrientes, la ecuaciones de Proca dan lugar a la condiciéon de Lorentz.
De otro lado, si asumimos que la corriente se conserva, la condicion de Lorentz también aparece. Por
consiguiente, si la masa de campo vectorial es diferente de cero, la condicién de Lorentz, ec. (2.121),
emerge como una restriccion adicional que debe ser siempre tomada en cuenta. De este modo la
libertad gauge de las ecuaciones de Maxwell se pierde completamente en la ecuaciones de Proca, que
sin perdida de generalidad se pueden reescribir, usando d, A" = 0 y las ecs. (2.122), (2.127), como:

(O+m*A” = J” (2.129)

En ausencia de corrientes, cada una de las componentes del campo vectorial satisface la ecuacion de
Klein-Gordon (2.72). Por consiguiente m corresponde a la masa del campo vectorial A*.

Aplicando la condicién de Lorentz a la ec. (2.126), obtenemos el Lagrangiano de la Ecuacién de
Proca (2.129)

1 1
L=Z0,A"9,A" - §m2A”AV + JA,, (2.130)

donde hemos reabsorbido un signo global que no afecta las ecuaciones de movimiento. El primer
término que incluye sélo derivadas de los campos es llamado término cinético y dependen sélo del
espin de las particulas. El término cuadratico en los campos corresponde al término de masa, y el
ultimo corresponde a la interaccion del campo con una corriente. Cuando un Lagrangiano contiene
solo términos cinéticos y de masa diremos que el campo que da lugar al Lagrangiano es libre de
interacciones, o simplemente que es un campo libre. Las otras partes del Lagrangiano seran llamadas
Lagrangiano de Interaccion. De este modo podemos reescribir el Lagrangiano (2.130) como

L= ‘Cfree + 'Cinta
donde,

1 1
Livo = 50, A 0,A" = Sm’ A A,
L = J'A,. (2.131)

Debido a que la teoria masiva ya no es invariante gauge, la condiciéon de Lorentz aparece au-
tomaticamente como la tinica restriccion apropiada sobre el campo vectorial.

Una vez se toma en cuenta la condicién de Lorentz el campo masivo libre puede expandirse en
ondas planas con tres grados de libertad independientes de polarizacion. Dos de estos corresponden
a los dos estados transversos que aparecen en las ondas electromagnéticas (A, A?), y el tercero (A3)
corresponde a un estado longitudinal en la direccién del momento de la particula [11].

Aunque hemos hecho el anédlisis de la ecuacion de Proca permitiendo un término de masa para
el foton, las implicaciones experimentales de una teoria de este tipo dan lugar a restricciones muy
fuertes sobre la masa del fotén[14]. El limite actual sobre la masa del fotén es m < 6 x 10717eV
(1.1 x 107°2Kg) [15]. Debido al principio gauge local, desde el punto tedrico se espera que la masa
del fotén sea exactamente cero. En general, los campos vectoriales puede ser generados a partir de
otras cargas no electromagnéticas y pueden ser masivos. El reto durante varias décadas fue entender
como las masa de los campos vectoriales de la interaccion débil podria hacerse compatible con el
principio gauge local.
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2.5. Problemas
2.1 Muestre que
AN = NS AN, =00
Compruebe esta identidad para la transformacion de Lorentz de la ec. (2.33)

2.2 Muestre que el Lagrangiano electromagnético en ausencia de corrientes

1
L=—"F"F, =

1 (E* - B?) (2.132)

N[ —

2.3 Calcule el rango de la interaccién débil mediada por la particula W~ de masa

my ~ 80 GeV (2.133)



Capitulo 3

Principio Gauge Local

3.1. Ecuacion de klein-Gordon

La interaccién entre un protén y un neutrén fue determinada experimentalmente por Tomonaga
en 1934 [?]

e—r/A
V(r)y=A , (3.1)
r
con
A~1/(7Tx10%em™) =143 x 107 P em = 1.43 x 10 m. (3.2)
Consideremos el principio de incertidumbre
Ax Ap > E
2
AtAE > g (3.3)

La segunda relacién de incertidumbre aplicada a la teoria de Yukawa [21], brinda un nuevo entendi-
miento de la relacién entre el rango y la masa en ec. (3.1). At es el tiempo que el sistema cudntico
interactta con el aparato de medida y AE = h/(2At) es el error minimo que se obtiene en la medida
de la energia, tal que £ = Ey + AE. Es decir, para medir la energia con una precisiéon AFE, uno
necesita un tiempo mayor que h/(2AFE).

Si AE < mc? eso quiere decir que podemos medir la cantidad mc? con alguna certeza. Es decir
que una particula de masa m se puede llegar a observar. Si AE > mc? entonces una particula de masa
m puede existir durante un tiempo At. A tal particula se le llama virtual porque no es observable.

El momentum de una particula de nimero de onda k es p = hk, de modo que la incertidumbre
en el momentum para una particula relativista es

Aw AFE
Ap=hAk~h— = — (3.4)
c c
Si la masa de la particula es cero entonces E puede tender a cero, que corresponde al caso de
un particula no masiva con un momentum tendiendo a cero. La cantidad por la cual la conservacién

de energia es violada, AFE, también puede llegar a ser muy pequena. De modo que un fotén virtual
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de frecuencia muy baja puede existir durante un tiempo casi infinito. Durante ese tiempo un fotén
viajando a la velocidad de la luz podria viajar una distancia casi infinita y puede dar cuenta de una
interaccién de rango infinito.

Sin embargo, para una particula de masa m. La violacion de energia para producir esta debe ser
de al menos mc?, o AE > mc?. Por el principio de incertidumbre la méxima distancia que puede
recorrer es A = cAt

> Natural Units. (3.5)

De la componente escalar de la ecuacién de Proca, (2.130), obtenemos la ecuaciéon de Klein—
Gordon para un campo escalar real ¢ = A°,

£ =30 60,6 — 5 + po (3.6)

Donde p es la densidad de carga que actua como fuente del campo ¢.

Posteriormente discutiremos en detalles porque m corresponde a la masa de la particula. La idea
bésica es que ¢ tiene excitaciones alrededor del minimo del potencias V' = (1/2)m?®? que corresponde
a la energia de un oscilador arménico. Esta energfa es equivalente a masa. Note que m? < 0 no puede
interpretarse como masa. En este caso ¢ describird excitaciones alrededor de la parte plana del
potencial. Como estas excitaciones no cuestan energia, corresponde a una particula sin masa.

El campo ¢ puede pensarse como proveniente de una fuente de la misma manera como el campo
electromagnético surge de particulas cargadas. Como en el caso del electromagnetismo, en esta secciéon
podemos considerar los campos sin preocuparnos de las fuentes. En tal caso tendremos una teoria en
la cual el campo escalar juega el papel de particula mediadora de la interaccion.

Si el campo escalar se generaliza para que pueda tener otros nimeros cuanticos, como carga
eléctrica, entonces estos pueden ser las fuentes de las respectivas cargas y corrientes en la ecuaciones
para campos vectoriales. Esto se estudiara en la seccién 3.2. En tal caso podriamos tener por ejemplo
“atomos” formados de particulas escalares que se excitan emitiendo fotones.

En las secciones 2.2.2 y 2.4, hemos visto que el Lagrangiano en ec. (3.6) da lugar a las ecuaciones
de Klein-Gordon en presencia de una densidad de carga

(@O+m)p =p (3.7)

De acuerdo a la ec. (2.131), tenemos
1 1
‘Cfree = 58u¢au¢ - §m2¢2

‘Cint = Pﬁb (38)

En analogia con el electromagnétismo donde las densidades de carga y corrientes son la fuente del
campo A", podemos pensar en p como la fuente del campo ¢. En el caso del electromagnetismo el
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analisis de las ecuaciones de Maxwell en forma covariante, ec. (2.93), para las componentes A° y J°,

en el gauge de Coulomb:
V-A=0, (3.9)
da lugar a la Ley de Coulomb, que corresponde a una interacciéon de rango infinito [11]. Veremos a
continuacion que un andlisis similar para un campo escalar masivo (o para la componente cero de un
campo vectorial masivo) da lugar a una interacciéon de corto rango.
Consideremos el caso mas simple de una fuente puntual para el campo ¢:

p(r) = go(x) (3.10)

donde g es una constante. Entonces p es independiente del tiempo y genera un campo (un potencial)
independiente del tiempo. Entonces, como:

8¢_
o =

tenemos

(=V* +m*)(x) = go(x) (3.11)
Para resolver la ecuacién diferencial es méds conveniente transformar ¢(x) al espacio de momentos.
Su transformada de Fourier es

6(x) = W / Bl %G (k). (3.12)
La transformada inversa es i . |
o(k) = CEE /dgx e X (x). (3.13)
Ademas tenemos la propiedad
d(x) = (2;)3 /dgk ek, (3.14)

Reemplazando ec. (3.12) en (3.11), tenemos

(273)3/2 /d3k(k2 +m?)e**p(k) = gd(x)

Entonces

009 = (3.15)

Reemplazando en la ec. (3.12) y definiendo r = |x]|
o 1 3 ik-x g 1
P(x) —(2ﬂ)3/2 /d ke {(Qﬁ)s/z k2 + m2]

ik-x
= / T~
(27)3 k? + m?

— o [Tk [ e e dg
e, K+m? ), © ™
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Haciendo el cambio de variables u = cos, du = —sin 6 df,
g 00 k2 -1 -
- _J K|l —— i|k|ru
o) == 5 [ ikl [,
g oo k2 /1 K
= d|k T . 3.16
000 =g | Al [ (3.16)
Ya que

1 i|k|r —ilk|r
: e'xr — e
elklrigy = — —
1 ilk|r

0 ik|r _ —ilk|r
g e e
(%) =57 /0 dlk| \MW

g Al k= [ g e
(22 (/0 [ | _/0 el |m)

g () el 1 6i|k\7’ —oo el 1k ei\k|r
= | M [ A

-

k| ——[K|
i|k|r
21(27{)27’/_ dlk| [k |k26_|_|
ilk|r
:i(2i)2r/_ dlk ‘(|k|+z|71;|)6(|k|—zm) (3.17)
Definiendo |
&)=

y usando la integral de Cauchy para el contorno correspondiente al semiplano positivo que incluye
el polo en z =1im
f2) ime

e Z,mdz = 2mif(im) = 2mi S = Tie (3.18)

tenemos que

mr

g e
A7 7

P(x) = (3.19)

A la luz de la interaccién fuerte, un protén y un neutrén son indistinguibles y son llamados
nucleones. En primera aproximacién la interaccién fuerte puede ser tratada como una interaccion de
Yukawa en el rango de los fermis entre los nucleones, mediada por mesones, como el piéon. Ver sec.
2.2 de [21].

Para ver esto considere un nucleén como fuente de un mesén intermediario. De acuerdo a la
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ec. (3.19),

1 —m|x—x'|
S / Bl p(x) (3.20)
’7"- J—

(3.21)

Hi = _OLim_ 09 _
(0 0t) ot

- _'Cint

1 e—m|x—x’\

_ 3./ ne
- 47T d Z’p(X)p(X) ‘X—X/|

»Cint

(3.22)

e—m\x—x’|

Hiy = —4i /d?’z d*2' p(x)p(x') (3.23)
7r

|x — x|

El Hamiltoniano de interaccién en ec. (3.23) representa la interaccién entre dos nucleones mediante
el intercambio de un mesén. En forma andloga a como dos electrones intercambian un fotén mediante
la interaccion electromagnética. En el caso de m = 0, Hiy, corresponde a la de energia potencial de
Coulomb. El potencial por unidad de carga al cuadrado, puede escribirse como

1 e ™

El potencial en (3.24) recibe el nombre de potencial de Yukawa y corresponde a una interaccién de
rango r ~ 1/m.
Comparando con la ec. (3.1) tenemos

1

que es compatible con la ec. (3.5). Usando el valor medido de A en la ec. (3.2)

~ 1 1.973 x 10~
M3 <10 Bm GV !
~138 MeV (3.26)

La masa del pion 7%, es myo = 134.8766(6) MeV.
En el caso general tenemos que ¢(x) satisface la ecuacién de Klein-Gordon en el espacio libre,
ec. (3.7)
0 2 2
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con solucion,

¢ o exp(ik - x — iwt) (3.28)

que, consistente con la discusién en la seccion 2.2, ec.(2.71), da lugar a la condicién
m? = w? — K2 (3.29)

De este modo m, puede interpretarse como la masa de la particula ¢.

Para complementar la discusion, condere el caso de un aparato de medida con el minimo reque-
rimiento para descubrir el 7°. El tiempo que el 7° tarda en crurzar del protén al nucleén debe ser al
menos de 7/c. El aparato de medida debe operar a una escala de tiempos

At <. (3.30)
c
La incertidumbre en la enrgia sera
h he
AE > — = —. 31
—2At 2r (3:31)

Reemplazando AE = %mc2 para que la medida FE + AF sea significativa a dos o, tenemos que

h
r>—. (3.32)
me
De este modo 7 es la medidad de la separacién entre n y p, tal que en el tiempo disponible, el 7°
pueda robar la energia necesaria para llegar a existir y cruzar de uno a otro. Usando m = 138 MeV,
tenemos

oyt 197310 °m

> _ =1.43 x 107 m. 3.33
"= 0138 Gev ! X m (3.33)

El valor obtenido de A es compatible con r. A es el rango efectivo de la fuerza asociada. A continuacién
Yukawa considero la posibilidad de que el quantum ¢ pudiera ser emitido en la transicién n — p, a
través del proceso

n—p+a¢o- (3.34)

donde la conservacion de la carga determina la carga de ¢~. Sin embargo el proceso viola la con-
servacion de la energia ya que m,, = 939.565 56(81) MeV, m, = 938.272 013(23) MeV, de modo que
my, < my + mg, si mg ~ 100MeV, asi esto no puede ocurrir como un proceso real de emissién. Sin
embargo, Yukawa noté que si (3.34) se combina con el proceso inverso

p+o- —n (3.35)

entonces una interaccién n—p podria tomar lugar a través del mecanismo mostrado en la figura 3.1(a).
Es decir a través del intercambio de un quantum ¢~. El otro diagrama compatible con la conservacién
de la carga también aparece en la figura

En el espacio de momentos, la cantidad relevante que representa el intercambio de piones, es la
que aparece en la ec. (3.17) y se conoce como el propagador:

1

propagador: TEp—

(3.36)
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D np n

n p n 4

Figura 3.1: Intercambio de Yukawa de un sélo ¢

En el caso electromagnético tendremos simplemente
1/k% (3.37)

Para particulas « incidiendo sobre un metal y siendo dispersadas por un angulo € entre q y ¢, tal
que se satisface la condicién de dispersion eldstica 2 = ' (dispersién de Rutherford)

0
k* = (4 —q)” = 2q°(1 - cosf) = 4q”sin’ J (3.38)
Entonces

cross section o< E

6
o sin™* 3 (3.39)

que explica la famosa variacién angular de la dispersiéon de Rutherford, en la cual las particulas «
son dispersadas por los nicleos positivamente cargados del metal. Ver figura 3.2

En general tendremos
1

propagador:

donde k = (ko, k)

3.2. Campos escalares complejos

En la seccién anterior se trabajo con un campo escalar real que solo podria describir un pion
neutro. Para describir piones cargados debemos construir un campo escalar complejo. En mecanica
cuantica la funcién de onda compleja puede describir parcialmente a un electrén cargado. Sin embargo
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Au Au

84 84

Figura 3.2: Dispersion de particulas a a través de una lamina de oro

la funcién de onda del electron también debe ser generalizada para poder dar cuenta del espin. Esto
corresponde al funcién de onda de la ecuacion de Dirac en la seccién 5.1.

De hecho, algunas consecuencias fisicas interesantes surgen si consideramos un sistema de dos
campos escalares reales, ¢1 y ¢, que tengan la misma masa m. Entonces

L= L0 0i0u6n — 5G]+ 5[ 6s0,60 — L’ (3.41)
Si definimos
1+ idy
=2 then (3.42)
¢* :¢1 - Z¢2’ and (343)

V2
V20 =(¢1 + ig)
V20" =(¢1 — ihs). Therefore
V26 + ¢%) =261
V2(p — @) =2ighs. Then

¢+
¢1 = 7 (3.44)
b =2 (3.45)

V2i
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Reemplazando la ecuaciones (3.44) v (3.45) en la ec. (3.41), tenemos
£=10"(6+ )96+ 0) — 5m?(6 -+ 6]
L6~ )06 — 0) — gm?(6— &)
=L 10400,0 + 9°6°0,0° + 200" 0,0 — mP(6* + 67%) + 26
— 11000, + 6" 0,0" — 200" 6 — m¥ (67 + 677) — 20°)
=2 [4046° 0,0 — A"
£=046"0,6 — 66 (3.46)

De la ec. (1.51) de la seccién 1.3,
De las ecuaciones de Euler-Lagrange para ¢*, usando el Lagrangiano en ec. (3.46)

5 { oL ]__ac

" 100, 09
00" +m*p =0

(O+m?*)¢ =0, (3.47)

=0

y de la ecuaciones de Euler-Lagrange para ¢,
(O +m?*)¢* = 0. (3.48)

De este modo tanto ¢, como ¢*, satisfacen la ecuacion de Klein-Gordon. Cada campo ademas corres-
ponde a una particula de masa m como en el caso de ¢1 y ¢o

Estamos ahora interesado en las simetrias internas del Lagrangiano. Entonces la corriente con-
servada puede definida en la seccién 1.3, eq. (1.53)

oL oL
ey P
50,9 T 30,0
Tt =01 6 + 56" . (3.49)

Ademaés de la invarianza de Lorentz, el Lagrangiano en ec, (3.46) también es invariante bajo el grupo
de transformaciones U(1) definido en las seccién 2.3.1, pero con una fase constante

U=¢%~1+i6.

Entonces
0 == ¢ =6~ (1+i0)¢
= ¢+ 10¢. (3.50)
Entonces,
8¢ = i0¢ (3.51)

5" = —ifo". (3.52)
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Reemplazando en ec. (3.49)

JH o —if(p0"d" — 9" 0" ), (3.53)
y
p=J0x —ie(¢a§ - *%). (3.54)
Definimos J* como
T = (0" — pO"$"), (3.55)

Como p puede ser negativo no puede interpretarse como una probalidad, como se hizo con la funcién
de onda de la ecuacién de Scrodinger. Esto presenté un obstaculo en la interpretacion inicial de la
ecuacion de Klein-Gordon. Sin embargo una vez se cuantiza el campo escalar la probabilidad de los
estados cudnticos queda bien definida [11].

Para interpretar a que corresponde la densidad de la ecuacién de Klein-Gordon para un campo
escalar complejo considere la siguiente solucién a la ec. (3.47)

— 1 [CL eik-w + b*e—ikm]

[0 70t k) e ilwt—kex)] (3.56)

-t

2wl3

Donde el factor global es una generalizacién de la ec. (1.117) para el caso en 3 dimensiones.
Usando la expresion para T} se obtiene para el campo complejo

H=w(a"a+b"b)

P =k((a"a+ ")) (3.57)
Sea ) ) |
0= = a7k — premiletmkex)] (3.58)
entonces,
V¢ =—iko,

reemplazando en la ecuacion (3.47)

00
&a_f ~V V¢ +m?p=0
iw%—i—ik-V(b—i—m%:O
(—w* +k*+m?)¢p =0
(w? —k* —m?)¢ = 0. (3.59)

Como era de esperarse, para que la ec. (3.56) sea solucién a la ecuacién de Klein-Gordon, w y k
deben satisfacer la ecuacién de energia-momentum de la relatividad especial.
La ec. (3.58) también puede escribirse como

p=ap +bo" (3.60)
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donde,

e iwimkex) (3.61)

son las soluciones de energia negativa y positiva respectivamente, a la ecuacion de Klein-Gordon, si
w es una cantidad definido positiva. Entonces, si 6 > 0

) *8 + 0 +*
TR G =
= 5 [(—iw) — (iw)
1
=75 >0. (3.62)
J° = S <0 (3.63)
R .

Note que el signo de la corriente so6lo depende del signo de w. El signo de k establece en que direccién
se mueve la particula.
Entonces, la carga conservada es

QF = / drJ) = +1 (3.64)
1%
Ademas de la expresién para la energia del campo en eq. (1.78), y usando la ec. (3.49).
oL oL
T = ———(0,¢) + (0,0" —ohL
50,0+ 55,99
= 0"¢" 0,0 + 0,0 — L L (3.65)

T = 20°¢y¢* — 0" ¢* Db + m2* ¢
= 900" — 0'¢*0ip + m*¢*

= 000" + Vo - Vo +m?¢p*¢ (3.66)
Ty = 0'¢" 0o + 000" D' (3.67)
Para ¢t (0 ¢—)
1
1) = R [(—iw)(iw) + (ik) - (—ik) + m?]
= g [ K]
e
w

=73 (3.68)
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E* = / dPrT) =w>0 (3.69)
\%4

Por consiguiente podemos interpretar ¢ como un campo representando a una particula de carga
positiva (campo de frecuencia negativa) y a ¢~ como un campo representando a una particula de
carga negativa (campo de frecuencia positiva). La cantidad conservada debido a la invarianza de fase
corresponde a la carga eléctrica.

Un campo escalar real tendria carga cero de acuerdo a la ec (3.54).

Generalizando (3.61) tenemos

7 ¢+ _ 1 pi(—wttkx)
- 2wl3
at —, ¢+ _ 1 ei(—wt—kx)
- 2wl?
1 )
_ - _ i(+wt—k-x)
T —, = e
¢ V2wlL?
1 .
— - _ i(+wt+k-x)
T, _ = ——¢ 3.70
T VD (370
Para relacionar con el momentum de la particula
oL oL
T) = —(0;0) + (0;0"
8(60¢)( @)+ (00 )8(8o¢*)
= 000,06 + 0,0° "¢ , (3.71)

Tenemos para ¢& = 1/(V2wL3) exp [Fi(wt — kix?)], (¢%)" = ¢F, = 1/(V2wL3) exp [Fi(wt — kia?)]

TP =0"9T.0,0% + 0;pT. %%

1 . .y N
=513 [(:l:zw)(:l:zk )+ (Fik )(Zsz)}

k,i
Definimos

Pl = —/ ErT) =k (3.73)

1%
De modo que
P=k (3.74)

Para las soluciones ¢, tenemos P = —k.

En el caso de una dimension z, el sentido de las flechas entonces representa la si la particula se
mueve a la derecha, — con Ty < 0, o a la izquierda, « T3 > 0.

Si los campos escalares representan piones el campo escalar real puede representar a un 7,
mientras que el campo escalar complejo junto con su conjugado representarian al 7+ y al 7—. Tenemos
dos casos interesantes
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1 Para distancias suficientemente grandes entre piones cargados, las interacciones nucleares serian
despreciables y solo interactuan electromagnéticamente a través del intercambio de fotones.
En este caso los piones cargados serian la fuente de la corriente electromagnética dada en la
ec. (3.55). El andlisis de este caso dard lugar a una Teoria Gauge Local Abelina, representada
por el grupo U(1).

2 A nivel de las interacciones nucleares, los tres piones serian indistinguibles y formarian un
triplete de isospin fuerte que media la interaccién, mientras que el neutréon y el proton formarian
un doblete y serian la fuente de los piones. Esto complementa el modelo de Yukawa presentado
en la seccién 3.1 que requeria la existencia de tres piones para mediar la interaccién, el 7+ y
79, El andlisis de este caso dard lugar a una Teorfa Gauge Local No Abelina, representada por
el grupo SU(2) y que conserva la carga de isospin fuerte localmente.

3.3. Invarianza gauge local abeliana

Considere la representacion del Grupo U(1), que de acuerdo a la seccién 2.3.1 es

U(z) = @ (3.75)
En el Lagrangiano en ec. (3.46)
L= (0"¢)" 9.0 — m*¢™ ¢, (3.76)
el término de masa es invariante bajo la transformacion
0= ¢ =Us
¢ 5 ¢ = oU, (3.77)

pero el término cinético no lo es. Sin embargo, si cambiamos J,,, por una derivada covariante D,,, tal
que la derivada covariante del campo transforme como el campo:

Dty = (Do) = U (D")
(Dhg)" 5 (DFg)"" = (Dre)" U™, (3.78)
entonces el Lagrangiano obtenido por reemplazo O* — D*:
L = (D'¢)" Do — m¢", (3.79)

es invariante bajo el grupo de Transformaciones U(1): £L — L' = L. Diremos en ese caso que el
Lagrangiano, y por consiguiente la Accién, es invariante gauge local bajo U(1).
Desarrollando la ec. (3.78), tenemos que

Do — (ﬁugb), — DU = UD,o (3.80)

Cuando sea necesario indicaremos el caracter de operador de D con D.

Por consiguiente
DU =UDH (3.81)
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D' — (D) = UD'U™!
Las ecs. (3.78) no se satisfacen para D* = 0*. Sin embargo, definiendo
DH =o' —igA*
Para que las ecs. (3.78) se satisfagan, tenemo de la ecuacién (3.80) que

Dl'¢ — (D'¢) = (9" — igA")U¢ =U (9" — igA'D)¢
Udid + (0" — ig A" U =Udld — igAPo
(0T — igA"Ud — — igU AP
—igA"*Up = — (0'U)p — igU A" ¢

APU =—(0"U) + U A"

1
g

A" =~ Lruyut v uArUY

g

From this general formula we have

Ar Y Aw — g Ayt - é(&“U)U‘l

— Ar é(aﬂU)U‘l

= A" — L (i0"o) UU
g

= Al + la“@.
g

(3.82)

(3.83)

(3.84)

(3.85)

Asi, el campo A" que se requiere para satisfacer las propiedades de la derivada covariante transforma
justamente como el campo vectorial electromagnético. La ec. (3.83) da lugar a la sustitucion minima

del operador de momentum

= pt g A

(3.86)

Veremos que la carga conservada U(1) se puede identificar con la carga eléctrica. Entonces fijamos

Podemos encontrar que

(3.87)

(3.88)
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ya que
Py :é[@w — g AR, & — igA¥)
zg (0" — igAM) (8 — igA) ¢ — (& — igA”) (8" — igA¥) ¢
:g {01079 — AP A G — ig[0" (A"9) + AFDVG] — 0 0" + g* A" A6 + ig[0¥ (Ag) + A"}
zg{@uav — 070" — gA(APAY — AYAM)G — ig[(9"A¥) — (¥ AM)]g

—ig[A" 9" + A" — AP+ A”0"¢)}
=[(0"AY) = (9" A") —ig(A"A” — A”AM)] (3.89)

Como A* y AY conmutan
= 0oFAY — 0" A¥ (3.90)

Con esta expresion para F'* podemos demostrar su invarianza gauge a partir de la transformacion
de la derivada covariante

(ﬁ;w>/ _ g [IDIM7 'DW}

= é [UD*U~, UD"U]
=UF™yU!

= [ (3.91)

El Lagrangiano mas general es, que incluye todos los términos invariantes gauge y renormalizables
para los campos ¢ y A" es

L= (D"$) D, — m’¢p*¢p — EFWFW . (3.92)

Desarrollando el primer término

(D"¢)" Dup = [(0" + ieA") ¢ (9, + ieA,) ¢
= (0"¢" —ieA"P") (00 + ieALd)
=0"$* 0,0 + ie A (0" 9" — ie A" $ 0,0 + 2 AP A, 9" ¢ (3.93)

Por consiguiente el Lagrangiano en ec. (3.92) puede escribirse como
Lo
L= 'Cescalar - ZF Fuu + ‘Cint (394)
donde

Ling = —ieA, ("0 p — ¢0'd*) + 2 AF A, 0" ¢ . (3.95)
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El campo vectorial A* aparece como consecuencia de la invarianza gauge del Lagrangiano en ec. (3.79).
En tal caso lo llamaremos un boson gauge.
De las ecuaciones de Euler-Lagrange tenemos

oL oL
% {a@Au)] o4, "
—0, F" —e[—i(¢*0"¢p — 90" ¢*) + 2eA" ¢ ¢] = 0. (3.96)
Las ecuaciones de movimiento para el campo vectorial son entonces
0" =ej” (3.97)
donde
= i[9G — (01979 — 2e AFEH = T — 26 A1GS. (3.98)
Usando la primera ecuacién en (3.49), tenemos que (D* = 0" + ie A*)
j* =1i[¢"D"¢ — (D"¢)" ¢]. (3.99)
De otro lado, las ecuaciones de movimiento para el campo escalar complejo
oL oL
o | 7 ¢

0,(0"p + ieArp) — (—mPp — ieA, 0" + e* AP A, ) = 0

0,0" )+ m*¢ + ied, (A ¢) + ie A" D, — 2 AP A, = 0 (3.100)
dan lugar a R
O+m?*+U(x))p =0, (3.101)
donde R
U(x) =ie(A"9, + 0,A") — e*AF A, (3.102)

El operado en el segundo término opera en A, y ¢. A la luz de los resultados la escogencia de la
derivada covariante en la ec. (3.83), puede justificarse adicionalmente a partir de la Fuerza de Lorentz
para una particula de carga ¢ moviendose con una velocidad v bajo la influencia tanto del campo
magnético como del campo eléctrico

F =q¢E +¢qv x B. (3.103)
Esta expresion puede ser deriva, a través de las ecuaciones de Hamilton, del Hamiltoniano clasico
1
H=—(p—-qA)P+q¢A 3.104
50— 4A) + 4y (3.104)

1
H—qA’ = 5 (P = gA)®

que a su vez puede obtenerse del Hamiltoniano para una particula libre con el reemplazo

H — H —gA° p—p—gA (3.105)
En términos de los operadores H y P, tenemos
0 .0 0 . :
Zaﬁza—qfl -1V — —iV — qA
o 0 I
% +igA 0y — 0; —iqA' = 0; + iqA; . (3.106)

De modo que ' ' '
o = (0°0,0") — D' = (3" +igA°, 0" +iqA") = 0" + iqgA" . (3.107)
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3.3.1. Aplicacién a barrera de potencial

Considere una barrera de potencial,

40— {O A la izquierda de la barrera (Regién I) (3.108)

V' A la derecha de la barrera (Regién II)

tal como se muestra en la figura 3.3. Las componentes del campo vectorial son A =0y Ay =V, con
Ay independiente del tiempo pues el potencial es constante. Entonces, de la ec. (3.102) tenemos que
para le Regién 11

U(ZL’) = i6(A080 + 00A0) — 62A3
= ie(A%9 + A°Qp) — e* A3

= 2i6V% — eV (3.109)
' 0
(O+m*+ 2ieV o = e’V =0. (3.110)
Se sugiere que en la Region 1
¢p = AelP=El) 4 B o—ilp=tED) (3.111)

De acuerdo al cdlculo de la corriente en ec. (3.62) esta solucién representa particulas con carga
positiva. Ademds de la ec.(3.70) la solucién con coeficiente A representa un 7+ moviendose a la
derecha, mientras que la de coeficiente B representa un 7+ moviendose a la izquierda.

Otra forma de mostrar con que direccién las soluciones evolucionan con el tiempo es haciendo
paquetes de onda [11]. El paquete de onda es

P B — oxp [z <\/ E2 —m?2z — Et)}
Eo+AE

o dE exp [z (mZ . Etﬂ (3.112)

Eoy—AFE

seau=F — FEy <1, entonces £ =u+ Fy, dE =du, E = Ey — AFE da lugar au = —AFE, y

VE?2 —m2 = \/(u+ Ey)? —m? = \/u2+2uE0+E02—m2% \/2uEy + pd

WE E E
= poy |1+ 250 e py(1 4 220y = + 20 (3.113)
Po Po Po

donde p? = |po|> = EZ — m?. Para una particula no relativista Ey/py = m/(muvy) = 1/vy. En general
_
Eo

VEZ - mZ xpy + — (3.115)
Vo

(3.114)

Vo

sustituyendo en ec. (3.112)

. AE U
eilpz—Et) _, / du exp {Z {(po + —) z—(u+ Eo)t} } (3.116)
_AE Vo
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eV
7t —> T
eV —F
E
R LR
region I region II

Figura 3.3: Barrera de potencial

‘ AE U
— elpOZ_EOt/ du exp [@ (—z — ut)}
—-AFE Vo

(3.117)
' AE -
— e’pOZ_EOt/ du exp [zu (— — t)}
—AE Vo
(3.118)
AE _
— eipOZ_EOt/ du exp {w (Z Uot)]
—AE Vo
(3.119)

Que corresponde a un pulso de energia Ey y momentum py moviéndose hacia la derecha Sea

2z — vpt

Entonces AE
. in(nAE
sy = [ apesn=o2nt) (3121)
_AE n
, — vt . t
Q1 = Aez(poz—Eot)f (%) + Be—Z(POZ-‘rEOt)f (Z—ZTUO) , (3122)

y vy = po/Eo. Entonces, la parte con coeficiente A corresponde a un 7 incidente moviendose hacia
la derecha, y la parte con coeficiente B a un 7" reflejado moviendose hacia la izquierda (ver figura
3.3).

Para la Region II, consideramos exponenciales de la misma fase que en la regién I pero con el
momentum modificado debido ala presencia del potencial. En la region I las soluciones correspondian
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a particulas con J° = J? > 0. En la regién II deberemos calcular los correspondientes j° de la
ec. (3.98) e interpretar el signo resultante

¢rr = C TP E) o p eiP=E), (3.123)

Esta es solucion a la ec. (3.110)

2 2
(a_ _ 7 +m? + QieV% - e2v2) ¢11 =0

o 922
(=E*+ P+ m? +2VE - V) ¢y =0
[—(eV = E)?+ P>+ m? ¢1, =0 (3.124)
de modo que
P =+/(eV — E)2 —m? (3.125)

Note que P — p cuando V = 0. Si eV — E < m tenemos la soluciéon amortiguada convencional. Sin
embargo, en el caso de una barrera alta eV — E' > m tendremos soluciones oscilatorias. En adelante
nos concentraremos en ésta posibilidad, que corresponde a una barrera suficientemente alta.

El célculo de la corriente en la Regién 11, esta dado por j* en la ec. (3.98). Para C' =00 D =0,

L L
Q- / jodz = / [i[6°0°6 — (8°°) 6] — 2¢ A°6"0) d=
0 0

_ /0 (i[~iE — GE)] — 2eV} |8 dz

[ 2ACP eV — B)dz = —2|C)PL(eV — E) <0, D=0

_ 3.126
{—2|D|2f0L(eV—E) dz = —2|D2L(eV — E) <0, C=0 (3.126)

y corresponde a una particula cargada negativamente que interpretaremos como un 7~ . Para identi-
ficar cual es el transmitido, es decir moviendose hacia la derecha usaremos de nuevo los dos métodos
descritos anteriormente. De la expresion para el momentum tenemos

oL oL
T) = 03¢+ 030" ~—~—— 3.127
T B@e) M B 420
donde el Lagrangiano obtenido a partir de la ec. (3.94) es
L=0"g"0up — m*¢*p — %FWFW — eV (900 — pOd*) + 2V3¢* . (3.128)
Entonces
Ty =(0"¢* — ieV¢*)0s¢ + 030" (% + ieV @) . (3.129)

De la ec. (3.123), para ¢ oc e!FPZ=E% tenemos
T x[iE — ieV](FiP) + (£iP)[—iE + ieV]
x—2x (F1)(E —eV)P
{—Q(eV —E)P D=0

3.130
+2(eV —E)P C=0. (3.130)
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Para una la barrera alta eV — E > m > 0, de acuerdo a las convenciones, si 79 < 0 la particula se
mueve hacia la derecha, y se mueve a la izquierda si 7§ > 0. De modo que la solucién con coeficiente
C cooresponde a un 7~ moviendose a la derecha y la solucion con coefciente D corresponde a un
7~ moviendose a la izquierda. Note que cuando V = 0, la solucién Ce'===E 0 > 0y T9 > 0
corresponde a 7 moviendose a la izquierda. Para completar la descripcién, consideramos un 7+
moviendose a la derecha hacia la barrera como en la figura 3.3. Esto significa que cualquier meson
7~ debe ser producido por la interaccion con la barrera y viajara hacia la derecha dentro de la regiéon
I1. De aqui que para la condicién de frontera D = 0, la solucién es

¢I —A ei(pz—Et) + B 6—i(pz+Et)
¢rp =C P ED, (3.131)

De otro lado podemos construir el paquete de onda correspondiente en cada caso. Por ejemplo
la condicion de frontera D = 0 da lugar a una particula 7~ moviéndose a la derecha. En efecto, el
paquete de onda es

Uop

. — upt
Qi = Ce—z(Poz-l-Eot)f (w) , (3132)

con
Py Py

eV —FEy /P +m?

Note que en el caso V = 0, esta da lugar a un 7+ moviendose a la izquierda como era de esperarse.
De manera que emerge un marco consistente de un particula de masa m y carga —e moviendose
hacia la derecha. De aqui que para la condicion de frontera D = 0, la solucién normalizando A = 1
es [11]

(3.133)

Ug

¢[ — ei(poZ—Eot)f (Z - Uot) o PO +p0 e_i(p0Z+E0t)f (Z + Uot) :
Vo Py — Po Vo

2 . — Upt
o1 = _7P Po 6—Z(P0Z+Eot)f (Z U ) ’ (3.134)
0 —Po Ug

Este resultado se interpreta diciendo que el pién incidente no solo se dispersa en la barrera (B # 1),
sino que también estimula la barrera para producir un par 777, el 71— viaja dentro de la barrera
la cual ve como un hueco, mientras que el 7 producido por la barrera viaja hacia la izquierda. Si
J? y 79 son interpretados como la densidad de carga, la interpretacion es consistente y tiene sentido
fisico. La energfa y la carga se conservan [11].

Example 3.3.1.1
Escriba la ec. (3.92) en coordenadas polares.
Sea ¢ = @) p(z)/v/2, con 1 y p reales. Bajo una tranformacién gauge

AP — A = AP+ 10“9
g

b = ewmem(w)&; (3.135)

Si fijamos el gauge tal que § = —n, entonces ¢' = p, y
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— I I VAR ! ) ,
L= L= ¢] (D) ¢ = (m*6"0) = 3 (F"Fu)
— ! ; N VA y ,
L 5/:(8u+i914u')¢* (8“—ng“)q5 —(m2¢ ¢) _Z(Fu F;w)
1 /
:% (aﬂ + igAM/) P (au - z'gA‘”) p— %m2p2 — 1 (F/WF;W)

En adelante, podemos quitar la prima del campo A*

1
L=10"pdup — m’p + g?AF A, p* — ZF‘“’FW (3.136)

Aunque este gauge es de poca utilidad en este contexto, serd de mucha utilidad en la discusién
del rompimiento espontaneo de simetria.

3.4. Aplicacién a la mecanica cuantica

De la ecuacién (3.104) podemos obtener la ecuacién de Schédinger en presencia de un campo
electromagnético

Hy = {i(f) — qA)® +qu] Y

2m
D= i(—N— A4 qAy| ¥ (3.137)
ot T |2m 1 o] - ‘

Que puede reescribirse como

i (9 + iqAO) P = z’2i(v —igA)*Y
2m

ot
i QHAO w——i(V—iA)% (3.138)
ot q  2m 4 '
Definiendo el cuadrivector
D' = (D", —D)
0
== +igA°, —(V —igA
(atﬂq ,—(V —iq ))

= (% +iqA°, —0; + z'in))
9 C A0 90 o Al
= (E—l—qu , 0 —i—qu)
= 0" +iqA" (3.139)
tenemos
1

N0, T gy2
iD% = —5 D% (3.140)
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que para A" = 0 se reduce a la ecuacién de Schrodinger para una particula libre. Bajo la transfor-
macién gauge en el campo A* de la ec. (3.85),

A0 A = A0 Lo0p
q
1
A—A=A+-V0 (3.141)
q

los campos E y B permanecen los mismos. Para que la mecdnica cuantica sea consistente con
las ecuaciones de Maxwell es necesario que las transformaciones gauge (3.85) de los potenciales
de Maxwell estén acompanados por una transformacién de la funcién de onda, ¢ — ', donde ¥’
satisface la ecuacion

iDIOw/ — _LD/2'¢},

2m
iy - i(—N— A)? 4 qAy| o (3.142)
ot |2m 1 440 ’ ’

Como la forma de la ecuacion (3.142) es exactamente la misma que la forma de (3.140) entonces ambas
describen la misma fisica. Si podemos encontrar la forma de ¢ podemos afirmar que la ec. (3.140)
es covariante gauge, lo que significa que mantiene la misma forma bajo una transformacion gauge.
Como conocemos como transforma A* podemos encontrar cual debe ser el 1" que hace que la ecuacién
(3.142) sea consistente con (3.140). Vamos a establecer la respuesta y verificarla. El 9" requerido es

= = ey (3.143)
Entonces
D'y = [(V —iqA) — iV] ")y
— Z'(Ve)ew(x)@b + eie(x)vw _ iquie(x)¢ . z’(V@)ew(ﬂw
= @V —igA)y
="(Dy) (3.144)
y

Dy’ = D'(D'Y)
= [(V —igA) — V0] " (Dy)
= (V)@ (Dy) 4 @OV (D) — igAe @ (Dyp) — iV @) (D))
= "D (V —igA)(Dy)
— @) (DY) (3.145)

De la misma manera
Dy = @ (D) (3.146)

De modo que
Drip — DMy = @) (DHy) (3.147)
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y la derivada covariante del campo transforma como el campo. Tenemos entonces que

1

~D/0 r_ __D/2 /
D7y o D ¥
iei@(z)DOw _ _Leié(x)plw
2m
1
iD%) = ——D*)

2m

En resumen, para
DF = o + iqA*

y reemplazando 6§ — ¢f tenemos

AP — A = AF — 9" (z)
¢ N ¢/ _ equ(m)¢
D) — DM = 0@ (DH1)) .
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(3.148)

(3.149)

(3.150)

En este convencién g corresponde al generador de la transformacion y 6 al parametro de la transfor-

macion.
El correspondiente Lagrangiano es (ver ec. (1.79))

1 . i . Lo

1 1

2m
. - 2
=g OV — AU OY +igAY) = 5 [0 +igA%%) = (0" —iqAy")y]
o 000 4 g0 OA — il (VA + A A )

- % [V*(0°%) — (O°)eb + 2iqu Y A”] — EF‘“’FW

La corriente se obtiene de la ecuaciones de Euler-Lagrange para A”

oL
_pary _ _
aﬂ( F ) 814,, O
que da lugar a dos conjuntos de ecuaciones, una para A°
, oL
1 —

O, (FM) + 04 0

, oL
OulE™) = 55 =0
0,(F) — (i@ )0 — iqu* (@) + 22 A70] 0

0u(F) — L [0y~ (9'9) — 2igy b A =0

— (0" — iq A"V (O +iqA" )Y — % (*(8° +igA%)p — [(0° — igA)*]) — T P

FME,,

(3.151)
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y otra para A°

oL
KO It
Ou(F™) + q*p A” =0
(3.152)
Entonces
9, FH = g¥
con
= —qyTY v=0
s [(0 ) — O = 2iqurY ATl v =1

Que incluye el término corriente para una particula cargada y es diferente de la corriente de proba-
bilidad en ec.(1.87). En otras palabras es la carga eléctrica la que se converva localmente. Note que
para el Lagrangiano de Klein-Gordon de un campo escalar complejo a nivel clasico no esta definida
la probabilidad.

De otro lado las ecuaciones de Euler-Lagrange para el campo 1* son

0=8u[a(8£ }—8£=30[i}+@{8(8£ ]_8£

o) oY 9 (Oovp*) o) o
:%80¢ + %ai (0 +iqAn)) — [% (—iQ(aZ@D)Al + QQAZAZ?/)) - %ao?/) + qA%)

1

v I PP 2~0 i 2 A g
5 + o [iq(0"p) A" — > AT A"
1 1 o .
=i0ot) + i°q A% + —0; (01 +iqAn)) + — [igA" (") +igA'y)]
2m 2m
1

, 1
0ot + =00 — gAY + —0; (0 + igAnb)
2 2m

1
=iDot) + —D; D0
2m

1
1Dytp = — —D - Dy
2m
1

iDop = — —D*)
2m

Que corresponde a la ec.(3.148), es decir, la ecuacién de Scrodinger con la derivada normal reempla-
zada por la derivada covariante.

3.5. Invarianza gauge local no abeliana

Las interacciones débiles son mediadas por bosones gauges cargados Wj . Qué simetria puede
dar lugar a la aparicién de dichos bosones gauge?
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El Lagrangiano invariante de Lorentz para un doblete escalar complejo

o — (?}Z) | (3.153)

con ¢t y ¢° campos escalares complejos es

L= (0re") 9,0 —m*e' . (3.154)
donde
o = (= ¢°), (3.155)
de modo que
L=08"¢ 0,07 —m?¢~ ¢t + 0"¢°0,0° — m2¢° ¢ (3.156)

que corresponde a los Lagrangianos de las particulas escalares compleja ¢ v ¢° de la misma masa.
De modo que este Lagrangiano se puede obtener con una generalizacion similar a la que dio lugar al
Lagrangiano para un campo escalar complejo a partir de dos campos escalares reales. Note que en
este contexto un campo escalar complejo puede ser neutro porque tiene cargas adicionales. En este
caso una carga de isospin débil como veremos méas adelante.

El Lagragiano en ec. (3.156) es invariante bajo transformaciones globales

(1 +igf)¢™ = [1+i(+1)0loT,  [(1+igf)o™]" = [1 +i(=1)0]¢~
(1+iq0)¢° = [1+i(0)0]¢° = ¢°, [(1 +1igf)¢"]" = ¢
Estas ecuaciones se pueden escribir de forma mas compacta en términos del Lagrangiano en ec. (3.154)

PP =VD=¢Yp (3.158)

o— ¢ =P r { (3.157)

donde V es la matriz 2 x 2

Ve =0 ~ (1+iQ0)P = +i <+01 8) O =+l <%1))(§S+)

CEYE-()

donde @ es el generador de carga eléctrica. Es claro que el Lagrangiano en ec. (3.154) es invariante
bajo la transformacién (3.158). Ademds de la tltima ecuacién vemos que el campo ¢* transforma
como un campo complejo cargado, mientras que ¢° es invariante bajo la transformacién de carga, es
decir, neutro. Si imponemos que la carga eléctrica se conserve localmente

L= (D"®)'D,® - m?d'd — 1FmE,, (3.160)
Expandiendo tenemos, teniendo en cuenta la ec. (3.179),
L= (0" +ied'QA") (9,0 — ieA,QP) — m*@'® — LFHE,,
= 0"P10,0 + ie [PTQA,'D — (0"PT) A,QP] + PTQA'QA,P — m*®'d — LPF,,
= 0"®719,® +ic [T A,Q0"® — (0"DT) A,QP] + 2 DIQ? A" A, — m?®T® — LpE,,
= 0"P10, + ie [@TQI'D — (0"DT) QD] A, + *PTQ*A* A, @ — m*®'d — 1P F,,
= 0"'D19,® + [i®T(eQA,)0"® + h.c| + € PTQ*A* A, — m*@T® — LFmE,, (3.161)

'Hasta aquf muchos de los resultados son independientes de la representacién de SU(2) usada y se puede pasar a
la seccion 3.7
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Note que V' es unitaria
i0
V= <61 8) , ViV =1. (3.162)

con det V = €. De este modo el Lagrangiano es invariante bajo el grupo U(1)q.
Ademsds, el Lagrangiano en ec. (3.154) también es invariante bajo transformaciones globales del
grupo de matrices unitarias 2 x 2 de determinante 1 SU(2):

%P =Ud (3.163)
ot Y (q)T)/ — o'y,
con
UUT=UU =1 detU =1 (3.164)

En general, un elemento del Grupo SU(N) puede escribirse como
U = exp(iT’6;) (3.165)

donde 6; son los pardmetros de la transformacion y 77 corresponden a los N? — 1 generadores del
Grupo. Estos generadores deben ser hermiticos, de traza nula, es decir

TtT'=0 T'=T (3.166)

y satisfacer el dlgebra o
[T, T9) =i fizT" (3.167)
donde a fji, i, 5,k =1,..., N*—1, se les llama constantes de estructura del Grupo y son antisimétri-

cas en todos los indices.
Una representacién del grupo SU(2) se puede obtener con las matrices de Pauli 2 x 2 [16], que
satisfacen el algebra

Tk

T¢I )
55 s (3109

L ((1) (1)) L (? 6@') e ((1) _01) (3.169)

dividas por dos, corresponden a los generadores del Grupo. Las constantes de estructura del Grupo
corresponden a €;;;. Como los generadores no conmutan, SU(2) es un Grupo de Lie no Abeliano.
Definiendo los generadores de SU(2) como

donde 7

T

T =2 3.170

2 ? ( )
un elemento del Grupo puede escribirse como

ljzaﬂﬂz1+ﬂﬁmzl+¢%@. (3.171)

Como antes, 6; es el parametro de la transformacién. Siempre que sea posible intentaremos expresar
los resultados independiente de la representacion para usarlos de nuevo en la seccién 3.7.
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Las matrices de Pauli y por consiguiente 7T} satisfacen

TZ-]L =T;
Tr(7;) =0 (3.172)
Ademas
det (Tz) =-1

{TZ’,T]‘} = 252] I = Ti2 =17
Tr (t'77) = 267

Para demostrar la peniltima propiedad por ejemplo, tenemos del anticonmutador que

T+ 1T = 2055 - 1
Tr(rr + 77) = 26;; Tr I
Tr(r1;) + Tre(1m;) = 46,5
Tr(rym;) + Tr(rm;) = 49,5
(
(

2Tr () = 4045
TI' ’7','7']') = 25”
El campo ® corresponde a un doblete de SU(2). Este grupo SU(2), con algunas modificaciones que

no afectan la actual descripcién, serd usado para generar las interacciones débiles, de forma analoga
a como el grupo U(1) se uso para generar las interacciones electromagnéticas. Es decir a partir del
principio gauge local. De momento, cada componente del doblete tiene una carga de isospin débil

que se conserva globalmente y que corresponde a

1

Ty = 2 = ( 5?+0) . (3.174)
2 —5¢

Es decir ¢ tiene isospin débil 1/2 y ¢° —1/2.

En esta seccién analizaremos la posibilidad de convertir la invarianza gauge global no abeliana a
una invarianza gauge local. En la proxima seccién se convertiran todas las invarianzas gauge globales
del Lagrangiano a locales.

Como en el caso Abeliano, ahora requeriremos que la Accién también sea invariante bajo trans-
formaciones locales SU(2), de modo que 6; = 6;(x). Ya que tenemos tres pardametros gauge 0;(x) esto

requiere la introduccién de 3 campos gauge W/, y la derivada covariante es ahora una matriz 2 x 2:

O — D' = " — igT'W} = 0" — igW*, (3.175)
donde 0" = I - 0" y W* es una matriz 2 X 2 de componentes

T

(WH) o = (5)b wi. (3.176)
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tenemos que W, es

L0 10 L0 =\ s 110,
W“_§<1 O)W“+§<z' O)W“+§<O —1>Wu
Wi— W
3 p p
IR A
) W, +iW;
\/§ H H _Wi)

V2
L(owe Ve
2 \Vaw,; -w3 )

(3.177)

Siempre que no haya lugar a confusion, es costumbre no poner el indice i a los campos vectoriales
componentes de W#, de modo que

1 w3 \/§W+ K
T
w 5 (\/§W‘ W ) . (3.178)
Ademas
WHt = WwH, (3.179)
El Lagrangiano invariante gauge local bajo SU(2) es
L= (D"®)'D,® — m*o'o. (3.180)
Muchas de las ecuaciones en seccién 3.3 aplican igualmente aqui. Tenemos que
d— P =Ud
of — o = otyt
D,® — (D,®) =U(D,®)
Do — (D,®)" = (D,®) U (3.181)
Ademas
P = (1+iT0)0 = 00 =P — O ~il"0;® (3.182)
Entonces
L— L = (D) (D,®) — m2d"t e’
= (p*o)' UTUD,® — m*otUTU®
=L, (3.183)

y el Lagrangiano, y por consiguiente la accién, es invariante bajo transformaciones gauge locales
SU(2)
De la definicién de derivada covariante obtenemos el resultado de la ec. (3.82)

Dt — (D) = UDUT. (3.184)
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Las matrices W# transforman como (ver ec. (3.84)

we Yo wry = uwrut — Loru)ut (3.185)
g

Entonces
TW™ =~(1 +i0,THTFW} (1 —i6,T") — é[z’(@“@m)Tm(l —i0,T™)]
(T 4 i, T9T%) (1 — i, T W — g[i(ﬁ"em)T’”(l —i6,T™)]
~[TF — i THT + 0, TV TF )W} + éTméﬂem
=[T* —i0;(T*T9 — TIT*|W} + éTmaﬂem
=T'W} —i(ie™TYWEO; + éTia“Qi
=T (Wf + éaﬂei + e“fjw,gej) (3.186)
de donde

7

1 -
WH — W =W + gaﬂei + 7w, (3.187)

que se reduce al caso Abeliano (3.85) cuando las constates de estructura son cero. Como era de
esperarse cada campo gauge tiene asociado un pardmetro de transformacién gauge 6;(x).
Podemos introducir el tensor de intensidad del campo gauge a partir la ec. (3.91)

wm = Lipr D] (3.188)
g

De la ec. (3.89)

W =g — QW — ig(WHW* — W)
=0 W — W —ig[WH, W] (3.189)

Usando la ec. (3.176), y la ec. (3.168)

W =T "W} — "Wl —ig [T, TV WIWY
:TZ(8“WZ” - 81/‘/‘/;“) - ’Lg (ZEZ]ka) W;LW;/
=T ("W} — W) + geiu T"WIWY,
=T"W}" (3.190)
donde

WH = WY — "W + geijkW]FW];” (3.191)
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que se reduce a la forma usual cuando las constantes de estructura del Grupo son cero. Usando la
ec. (3.91)
WH — (WY = UwUT, (3.192)
De modo que la traza de WH' W,
Tr(WHW,,) — Te(W"'W,,) = Te(UW™UTUW,,U") = Te(UTUW* UTUW,,) = Te(W"W,,)
(3.193)

es invariante. Ademds Usando la ec. (3.173), podemos obtener el Lagragiano libre invariante gauge
del los campos W/

£W = —% Tr (WMVWMV)
= —3 T (7'ry) WHW,
_ 1 g1 v ]
= 3w,
= _%VVZ'MVW;V
Lw = =W/ W,

p

(3.194)

que ademas de los términos cinéticos usuales, da lugar a términos de auto-interaccién entre los
bosones gauge. Esta es una caracterfstica del caracter no Abeliano de la simetria SU (2).

Por consiguiente, la Accién més general para los campos ® y W/ invariante gauge local SU(2)
estd dada por el Lagrangiano

L= (D"®)'D,® - m*d'd> — L v (Ww,,) (3.195)
Expandiendo tenemos, teniendo en cuenta la ec. (3.179),
L= (0"t +igd!W*T) (9, — igW,®) — m*®'d — L Tr (WH'W,,)
= 0"®19,® +ig (DTW,10"® — (84T W, D) + g*@'WH W, & — m*0Td — LW,
L =0"0'0,® +ig (PTW,0"0 — (9"0T) W, ) + g*®TWHW, & — m*®T® — 2W/W,, . (3.196)
Usando la ec. (3.178) tenemos

3 + +
20'W, 0" = (o= ") < %_ @K/Vg) (2’;@1@)
o

= (owp+va s vaswy - o) (5.0)

= ¢ (0"0T) W2+ V20" (06T) W, + V2 (0"¢°) o W,F — (0"¢°) " W2 (3.197)

201DTW, P = (9"¢7) ¢TWE + V2 (0"0°7) ¢TW, + V2 (0"07) 'W,F — (0"¢") o"WE. (3.198)

Usando estas ecuaciones, los términos de interacciones entre dos campos escalares y un bosén gauge
se puede escribir como

Ls =ig (®'W,0"® — (9"0") W, D)
Ly =gJhW) + (gJaW,}] +he), (3.199)

2Hasta aqui muchos de los resultados son independientes de la representacién de SU(2) usada y se puede pasar a
la seccion 3.7
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donde J¥., J¥ son las corrientes neutras y las corrientes cargadas respectivamente, dadas por

2']50 —; [¢_ (au¢+) _ (au(b—) ¢+} — [(8u¢0) ¢0* . (au(bo*) (bO}

2 J1 =iv2 [(0"¢°) ¢~ — (0"97) ¢°] . (3.200)
Como
wew — L WP vawt w32\
P \Vow o -8 . Vow - —w
=5 (WEWg + 2w iwh=) - 1, (3.201)
entonces

L, =g®"WrWw,
=19> (WEW +2W,WH7) (670" +¢%¢°)
=19° (WEW2o~ ¢ + WEW2" 0" + 2W, WH= ¢~ ¢ + 2W, W+ 60" ¢") (3.202)

corresponde a términos de interaccion cuarticas entre los campos escalares y los campos gauge.
Usando las ecs. (3.199), (3.202) y (3.194), el Lagrangiano en la ec. (3.196) se puede escribir c6mo

[, = £¢i + £¢O + £3 + £4 + £W (3203)
Donde
Lyt = 09T 0,0~ —mPet o™
Lo =0"¢"0,0" —m?¢” ¢°, (3.204)

La Accién definida por el Lagrangiano en ec. (3.203) es invariante bajo el grupo U(1l)g, que de
acuerdo a la ec. (3.159) es

ot ¢+’ 00 (O e 0 ot 6i€¢+
donde, usando el mismo lenguaje que en el caso no Abeliano, @ es el generador del Grupo U(1)g,
que se interpreta como la el operador de carga eléctrica. Esto resulté ser una simetria accidental
del Lagrangiano propuesto y sélo se mantiene a nivel global. Si queremos que la carga eléctrica se

converve localmente debemos llevar la invarianza gauge abelina gloabal a una local de modo que
tengamos el Grupo gauge local SU(2) x U(1) correspondiente a un grupo semisimple

3.6. Invarianza gauge local para un grupo semisimple

El superindice en el doblete escalar puede ser interpretado como carga eléctrica (en unidades de
e) si bajo el operador diagonal de carga

-0 DE)-(2)-() o
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de modo que
_(+1 0
QP = ( 0 0) ) (3.207)

En esta seccién impondremos que las transformaciones bajo el grupo semisimple SU(2) xU(1)y D
U(1)g, dejen invariante la Accién definida por el Lagrangiano en ec. (3.195).

Para el caso Abeliano usaremos la misma estructura de la derivada covariante en ec. (3.175) donde
el coeficiente del campo gauge contiene el acoplamientos gauge y el generador de las transformaciones
correspondientes. El doblete escalar complejo debe transformar bajo U(1)y como

, +
o vy O = Y (fbo) ~ b+ iaYed, (3.208)
de modo que la hipercarga Y debe ser la misma para las dos componentes del doblete.

El efecto de la transformacién completa SU(2) x U(1)y es

& SUDUWy g _ ;T +av ) g (3.209)

—

Para que la Accién definida por el Lagrangiano en ec. (3.154) sea invariante gauge local bajo
SU(2) x U(1)y, debemos cambiar la derivada normal por la derivada covariante:

o — DF = 9" —igT'W} —ig'Y B,
=" —igT'W —igT*W} —igT'W{ —ig'Y B*,

103 1t
P R e N . (3.210)
E‘QWN _EQWM + g YCPBM

y, adicionar todos los términos invariantes gauge asociados a los campos ¢, W*#, y BH:
L= (D"®)' D, ® - m*d'd — L e (W™W,,) — 1B B,, (3.211)

Fijaremos el valor de la hipercarga Ys, tal que el Lagrangiano anterior contenga el Lagrangiano
invariante gauge local bajo U(1)g dado en la ec. (3.161) Expandiendo

L =[0"0" + i@t (gT'W/' + g'Y BM)][0,® — i(gT"W, + ¢'Y B,)®] — m*®'®
— 1 Tr(W*W,,) — 1B" B,
=0"910,® + i@ (gT'W}' + g'Y B*)9,® — i0" @' (¢T'W, + ¢'Y B,,)®
+ N (gT'W]' + ¢'Y B*)(gT'W, + ¢Y B,)® — m*®'®
— tTr (W"W,,) — 1B" B, (3.212)
Las nuevas corrientes se puede obtener de:
1 3 1
o R A I 0"
1 1
B AL ®
L ol s9W2 +g'YeB, %QW; sgWh + ¢'Yo B %gW*”
oA —3gW3 4+ ¢'YoB, ZgW " —3gWi + ¢'Yo B
(3.213)
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Para las corrientes involucrando tres campos tenemos
L i (aﬁ‘(%gWi’ +9'YoB,) + 7590" W 590" Wi+ ¢" (=39W; + ¢'YeB )) P
_q (aﬂ¢—(lgw3 +g'YaB, ) + Lgdr W, L gdrom W+ 060 (—LgWE + g’Yq)Bu)) )
Si{[o7(39W) + ¢'YaB,) + ¢°* W10 + [ 590" Wi + ¢ (—39W; + ¢'YaB,)]0" 6"}
. _ , I _ « 1 ,
—i{[0"¢~ (39W) + ¢'YoB, ) 790" W07 + [7590"0" W + 067 (=59 Wi + ¢'YaB,))o"
(3.214)
Las interacciones neutras de tres campos corresponden a
. — — / * * g /
Lo =i 67 (04¢T) — (0"97) 9] ( W3+ g'VoBB ) i [(9"¢°) " — (9"6"") ¢°] <—§W5’ +g chBM)
(3.215)

Como el fotén no se acopla con particulas neutras definimos
wy cosby sinfy\ (2
T - u
(Bu) (— sinfy, cosby ) \ A, (3.216)

Ly =ilo (0"¢") — (8"07) ¢7] [ (cosOw Z, +sinbwA,) + ¢'Yo(—sin by Z, + cos QWAM)}
[(a”gbo) ¢ — (0‘%0*) qbo} [——(cos OwZ, +sinbwA,) + ¢'Yo(—sin by Z, + cos HWAM)}

=i [¢p” (0"¢T) — (0"07) ¢"] (39 cos by — ¢'Yosinby)Z, + (3gsinby + g'Ye cos Oy ) A,]
+i [(0"¢) P — (0‘%0*) ¢°] [(—4gcosbw — ¢'Yosinby)Z, + (—3gsinby + ¢'Vo cos Oy ) A,

(3.217)
Comparando con el Lagragiano para la interaccién electromagnética en la ec. (3.95) (g = e)
Len D ie(¢~ "¢+ — ¢T0"¢7) A, (3.218)
Tenemos las dos ecuaciones
1gsinby + Yog' cosOy = e
—%gsin@w +Ysq cosOy =0 (3.219)
Con solucion
gsinfy = e 2Ysq cosby = e (3.220)
Fijando
Yp = % (3.221)
tenemos

gsinfy = g’ cosby = e (3.222)
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sustituyendo en (3.219) y teniendo en cuenta la ec. (3.207)

1
—+Ys =+1
2+ o — +
1
I VA
2—|— e =0
T35+ Ys =Q (3.223)

Podemos escribir el operador de carga en términos del isospin y la hipercarga, relacion que se conoce
como la férmula de Gell-man-Nishijima

Q=Ts+Y (3.224)
Reemplazando la ec. (3.222) en ec. (3.217)

Lo =i [o (") — (%67) 6] |1 + yq)] 4,

T _ [ 0 Yy sin 6
el (0 = @) o] [ e 2
: * * [ 0 Ye sinf
—ie [(0"6°) 6 = (2*0) &) | g jOS;gWW] Z, (3.225)
Usando Yg = 1/2
Lo =ie [0 (067) — (067) 7] A,
i 2 cos 9; sin Oy [07 (0"07) = (9"¢7) 6] (cos® bw — sin bw) Z,
6 * *
"9 cos Ow sin Oy [(8H¢0) " — (au¢0 ) ¢ } 1
=ie [¢7 (9"¢7) = (9"¢7) ¢7] A,
e .
2 cos Oy sin Oy [07 (9"¢7) = (9"¢7) &"] (1 —2sin*6w) Z
6 * *
B 2008 Ow sin Oy, [(aquo) @~ (au¢0 )¢ } ’
e
e+ oo T (3.226)
donde Jf,, esta dado por la ec. (3.55)
Ty = (0" T — ¢T0"7). (3.227)
y
Joo=1[¢™ (0"¢T) — (0"¢7) ¢*] (1 —2sin? Oy) — i [(9#¢°) ¢”" — (0¢"") ¢"] . (3.228)

Otra forma de obtener el mismo resultado es escribiendo el Lagrangiano de forma més compacta
partiendo de la ec. (3.212), cuya parte diagonal es

3 3
LD [icb* (g%mf‘ +4Y - IB“) 9,® — o' Pt <g%W§ +4Y - IB“) @]

3
> [iCDT <g%W§‘ +gv - IB“) 9, + h.c] (3.229)
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Usando la ec. (3.216)

gT* W4 + g'Y B* =gT?(cos Oy Z" + sin Oy A*) + ¢'Y (— sin Oy Z" + cos Oy A*)
= (¢T°sin Oy + ¢'Y cos by ) A" + (gT° cos Oy, — ¢'Y sinby,) Z*

Para que Lagrangiano incluya la conservacién local de carga eléctrica debe contener el Lagrangiano
de la ec.(3.161) (el término en e? se analiza en el problema 3. 7). Entonces

gT?sin Oy + g'Y cos Oy = eQ (3.230)
Esto se consigue si
gsinfy = ¢’ cosby = e T°+Y =Q (3.231)
de modo que
1
Vo= (3.232)
Entonces
GTOWE 4 gV BY —eQAF 4 ¢ (T35SI _ySmOw ) o
sin Oy cos By
=eQ A" + ,; (T3 cos® Oy — Y sin? HW) ZH
sin Oy cos Oy
e
=eQA" + ——————— [T? — (T° + Y) sin® by | Z*
QA" + sin Oy cos Oy [ ( * )sm W]
— H € 3 102 H
eQA" + T —— (7% — Qsin* 6w ) Z (3.233)
Entonces
e®'Q0, DA + i ®' (77 — 2Qsin 0 ®Z" + h. 234
L 2ied QO A" +ig— ra—. (7% — 2Qsin® Oy) 0, +h.c (3.234)
Expandiendo obtenemos la ec. (3.226)
LD ety A, + ‘ T, (3.235)

2sin Oy cos Oy N

Teniendo en cuenta las interacciones de cuatro campos, ver ec.(3.278), tenemos

L OV (gT* Wi + ¢'Y B*)(gT*W) + g'Y B,,)®

=®1 (¢gT°W4 + ¢'Y B")®
2
—f [eQAF 4 ——— (T? — Qsin®y) 2"| @
sin By cos Oy
(3.236)
Entonces
Jing = U(@70"T — ¢TI'G7) + 2eh7 " A (3.237)

que corresponde a la ec. (3.98).
A este nivel todos los campos gauge son no masivos. Note que las corrientes cargadas son las
mismas que en la seccion 3.5.
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3.7. & como un triplete de SU(2)

Si @ transforma como un triplete de SU(2)?

b1 ¢
o ? _ ﬁz (3.238)
3

siendo ¢; campos complejos, el Lagrangiano en la ec. (3.154) queda invariante bajo las transformacién
gauge local

P = = XP = exp(iX'6;)P (3.239)
donde ¥; son la matrices 3 x 3 generadores de SU(2) en la representacién adjunta
(3)jk = —i€ijk (3.240)
Debemos comprobar que

(i, 55] = deijuzs

(24, Bl = i€ (Ek)im (3.241)
Ya que
(3i2)im = () i(X))km = —€itk€jkm = €itk€imk = 0ijOum — dim0y;
— (55 im = —(Z)) (X)) km = €jik€ikm = —€jik€imk = —0;i0m + im0 (3.242)
Entonces

(36, Zjlim =(35:E; — ;55 )im
=010 — Oim0ji
=€ijk€lmk
=i€; (—1€k1m)
=1€;j%(2k)im (3.243)
Algunas propiedades de > son

[(Z0)e]" = (B = (—ieiy)” = iei; = —i€sjn = (Si)n
—yi=3, (3.244)

Try; = Z(Ei)jj = Ziﬁijj =0 (3.245)

J J
Por lo que ¥; es una representacién del grupo SU(2) en términos de matrices 3 x 3. Usando la
ec. (3.242)

Tr(Si%) = ) (S5 ke = (050 — 6ixdje) = 3035 — 655 = 20 (3.246)
k k

3® también puede escribirse como una matriz 2 x 2.
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Expandiendo la ec. (3.239), obtenemos el resultado de la ec. (3.182)
5~ —0 x ¢ (3.247)

Esto corresponde a una rotaciéon en el espacio de tres dimensiones de isospin. |@] corresponde al
angulo de rotacién, y /6| es el eje de rotacion [24]. El cardcter no Abeliano del grupo proviene del
hecho de que el producto vectorial en el espacio de isospin es no conmutativo.

Bajo la transformacién (3.239) o su version infinitesimal anterior el Lagrangiano

L= (D"®)'D,® — m*o'o. (3.248)
es invariante gauge local, donde

DH =" —igWh = 0" —igS' W'

y
WH :Ziv[/iu
(W‘u)jk = — ’iEijka (3249)
y sélo contiene entradas no diagonales.
(Wu)lg = — 7:6312W3'u = —’LW; (3250)
La ec. (3.187) se mantiene igual
1 g
SW" 0 T WL,
SW™ zl@”e +WH x 0 (3.251)
g
Entonces
D' = (O — igZ' WP
(D") it = (6;60" — ig(E) juWE ) i
(D")jkr = (0;10" — geiisWi') on,
(D")jrdr = (0;10" + g€ W) o,
(D) jxor = 00" br + g(WH X @);
Entonces
Dhep = 9"+ gW* x ¢ (3.252)
Ademas

(D) = BT (0" 4 ign' W)
[(D*®)1); = (6;60" ¢}, + geijrdtWE)
[(D'®)T]; = (610" ¢}, + gejridi W} (3.253)
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(Dro)t = 0"¢p" + g™ x W (3.254)
La definicion de W* queda
W — S
(3.255)
con W/ dado por la ec. (3.191)
WH = PWY — "W + gWH x W (3.256)

Sin embargo, debido a la ec. (3.246)
1 v 1 VXt
2 Tr(WHW,,) = _ZWZ.“ W, (3.257)
De acuerdo a la ec. (3.192), W* transforma como
WH — (W) = XWH XT
~ (1 +i%70;,)WH (1 —i%key)
~ WH 00,5 WH — i, WH s
de modo que
STWH — (WY = STWH 400, ST SW — 0, S WS
= (8" + 6,37 — ;X)W
= (X' —if; 2", X)W
= (3" — if; (e ) W™
= ZiWiMV + ejEiijkVViwj
= EiWquV + EiHijjiW:y
= Eimflfuy - EiﬁjejkiW,iw
entonces

S(WH) = —0 x WH (3.258)

y WH transforma como el campo ¢.
El Lagrangiano invariante gauge local es entonces, a partir de la ec. (3.196) que sigue siendo
vélida si tenemos en cuante la nueva traza en ec. (3.257)

L =0"010,® +ig (PTW,0"® — (0"0T) W, @) + ¢*@TWHW,® — m*®T® — L Tr (WHW,,)
=0"9" 0,05 + ig (¢ (Sh) iy Wi0" gy — (0"0™") (k)i W]
+ 570" (S1)i (20) jmWE W — mP¢* 0" — SWI"W,
=0"e" - 0Pty [¢*i€kijW58“¢j - (8’%”) €kijW5¢j]
— G0 erijeim W Wit — m* @™ - ¢ — TWIW),
=" - 0y — g [0 e W0 by — (879" e Wi d]
+ G20 epigeumWEW o — m* ™ - @ — LWH'W (3.259)
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donde
WHW., =(0"W! — "Wl +g e,'j@Wf‘W,g).(aqu — W, + g camW W)
='W} — 8”Wi“)(8uW,f — 8,,W;)
+ gleqm(O*W — 8”WZ-”)WZLWZ” + eijk(auwﬁ — 8,,WZL)WJ-“W,Z]
+ g eipeamWIWEWLW,
—("W — WD — O, W) + 2geiiu(0, W — 0,1 )WY
+ gPeijpamWIWEWIWT (3.260)
Las ecuaciones de movimiento son

0 (3.261)

5 oL 1 oL
“lowi | owi

oL B 1 0 Py
% | smm) =~ 1% [
=— ("W = 0"WY)
1 0 i i atr/B
== 0u(0"W} = 0"WY)

1
= 30 {20 1€0(81ads3 = u8.0)) W WY |

1
= — 8u(8‘uWiy — 8VWZ-V) — Zﬁu {2g (EZ]kW]“W]: — EijkW;/W:)}

oc oy V V
" [8(%W3)] == 0u(0" WY = WY) = 10, {29 (WS Wi — ea, WWT) )

1
== — 8u(8MVVZ-V — 8VWZ-V) — Zﬁu {2g (EijijHW]: + EZ]kaVW]u)}
= — Qu(O" WY — FWY) = 8, (geieWIWY)
= — 0, [(0"W¥ — 0"W") + gW* x W"],

Finalmente
o | =25 | = _awm = o, oW, (3.262)
“laay) — o T |
De manera que al igual que en el caso Abeliano
0 )
—WHW* = 4WH 3.263
a(a‘uwﬁ) i % i ( )
De otro lado, usando la técnica, por ejemplo
a v m a 14 m
W [Eilm(ﬁ'uWi )W,LILWI/ j| = W [Eilm(8 VI/ZH)Wiw‘u j|

owW? oW

= . V‘/[/ H __v v
€nim (0" W) [awg aw;}
= €nim (O WW + € (0" W)W, (3.264)

} W + €W )W) [
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Tenemos

oL

oW =9 [Cb*nemjau%' —(0"¢™) 6m‘j¢j] - 92(¢*n€mj€lmjVVlV¢m + ¢*n€knj€iijkV¢m)

9 |
+ lepi( WY — FWIYWI + (W — W)W

4
2
+ gz(emkenlmwgwlva + nibntmWEWEIVE 4 €inenim WEWEW™ + €iens WHWEW?)

aﬁ n Qv v kT kT 14 V xN
“gppi =~ 9650070 — €nji (0707") 5] — 920" €in (€mgW D) + Dm€img (€rns Wi ¢™)]

o Q
)

+ —[en i ("W — 8”W#)Wg — €nik (MW, — 8”W#)Wf]

" WYX MYV v k vixsk
+ (Enik€nlka VVlVW:L + €nki€nmka WI/V‘u VVI + Enlmem'km/l WTIL:LW,LL + €nml€nkiW#Lm WH>

NN

a£ n Qv Y1 *T 14 vV | xN
~gyyi =~ 9 lenid"" 0" dj — €nji (9°™) ] — 910" €inj (€uni Wi Sm) + Gm€imj (€n; Wi ¢™")]

2g v 1 i v v i v m
+ Z[enj,-((‘wvn — O"WIW] + enji (WY — FWIYWI] + g enikntm WL W/ W),
=—9g [anz'ﬁb*nau%' — €nji (ayﬁb*n) ¢j] - 92[¢*n€mj(€lmjVVlV¢m) + ¢m€imj(€kankV¢*n)]
+ glen;i ("W — O"WEYWI] + gPeninenim WL W/ W,

oL

g = 9@ x PP+ 0P x @) — 9°[€ini @™ (W X @); + €imjdom(W” x ¢");]

+ g[(O"W” — " WH) x W] + g i (WY x WH), W)
=—g(¢" x P+ 09" x b)i + g[eijn(W” X 6);0™" + €ijn (W X @) ]
+ g[("WY — 0"W*H) x W, |; — gPenii( W x WH), W)

_aﬁwﬁ/i =—g(p* x P+ 0"¢" x @) + g*[(W” x @) x ¢* + (W x ¢*) x ¢|;

+ g[(O"W"” — 0"WH) x W], — > (WY x WH) x W ];
=—g{@"x P+ 0" x d—g[(W"x ¢") x p + (W" x ¢) x ¢"]};
— g{[("WH — O"W") + gW” x WH] x W, },

Finalmente

=g X PG+ x D g[(WFx §7) x b (W x ) x @]} — oW x W),
V (3.265)

Combinando las ecuaciones (3.265) y (3.262) en la ec. (3.261), tenemos
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—0,W" + gWH" x W, = g{¢" x "¢ + 0"¢" x ¢ — g[(W" x ¢") x ¢ + (W" x ¢) x ¢"]}
W — gWH x W, = —g[¢p" x (0" + gW" x @) — (0"¢" + g x W") x ¢|
I'W, + gWH X W, = —g[@" X (0,0 + gW, X @) — (0,0" + g¢™ x gW,) x @] (3.266)

Ya que
D'W,, = 0"W,, + gWH x W, , (3.267)
de las ecs. (3.252) y (3.254)
D'W,, = —gl¢" x Dy — (Du) x &) = i, (3.268)
Note que si ¢ es real
D'W,., = 29(D,0) x ¢ (3.260)

Este caso corresponde al de una simetria SO(3) [24].
Mientras que las ecuaciones de Maxwell son lineales en A*, las ecuaciones (3.268) es no lineal en
W#. En usencia de materia (¢ — 0) las ecuaciones de Maxwell se reducen a

0, F" =0, (3.270)
indicando que no hay término de fuente para el campo electromagnético. En el caso no Abeliano
D,W" =0 = 9,W" = —gW, x WH (3.271)

indicando que el campo WH actiia como la fuente de si mismo. Esto se debe a que el campo WH*
lleva carga de isospin, a diferencia del campo A* que no lleva carga eléctrica.

De otro lado las ecuaciones homogéneas de Maxwell dan lugar a que V - B = 0 y a la ausencia
de monopolos magnéticos. En este caso se puede demostrar que

DIWH + D'WHM + DFW"A = 0, (3.272)

se sigue que V - B # 0, donde B es el isovector de induccion magnética. Esto da lugar a la existencia
de monopolos magnéticos de isospin.

Al igual que en el caso Abeliano, sin embargo, el campo W* sigue siendo sin masa.

Aunque la teoria que hemos desarrollado es puramente matematica, comparte muchas cosas en
comun con las simetrias gauge no abelianas usadas en la construccién del Modelo Estandar de las
particulas elementales.

3.8. Problemas

3.1 Compruebe si es posible construir un doblete escalar donde ambas campos sean cargados res-
petando la invarianza SU(2) x U(1)y. La solucién es Y = 3/2
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3.2 Demuestre que la ecuacién de movimiento en ec. (3.100)
0,0") +m?¢ + ied, (A ) + ieA"D,¢ — * AP A, =0

puede escribirse como
(D, D" —m?*)¢ =0 (3.273)

es decir, partiendo de la ecuacién de movimento para el campo libre con el reemplazo O* — DH.

3.3 Encuentre las soluciones en la regiones I y II para el caso de una barrera baja eV — E < m.
3.4 A partir del Lagrangiano en ec. (3.142)
3.5 Demuestre que D',"¢' = U(D," )
D¢ =(UD,UN"Ug
=UDU'UDU...UD,U'UDU' U

'

n—factors
~U(D,"9) (3.274)
3.6 Muestre que
a)
~ o0
b = ind* = (_¢_) (3.275)
b) el Lagrangiano (3.156) puede escribirse también como
L=0'010,0 —m?o'd (3.276)

De modo que ¢ y P pertenecen a la misma representacién de SU(2)*

c¢) el Lagrangiano (3.156) puede escribirse también como
L = 0" D0, 0" — mPe,, D D (3.277)
3.7 Muestre que los términos de interaccién de 4 campos en la ec.(3.212) incluyen

Lo’y ¢t AFA, (3.278)

L OV (gT'W}' + ¢'Y B*)(gT'W,, + ¢'Y B,)®
=ON(gT"W{' + gT*WL) + gT° Wi + Y BH[(gT'W,, + gT°W2) + gT°W) + ¢'Y B,|®
=0 (gT' W' + gT*W3')? + (¢T°W§ + ¢'Y B*)?
+ (gT' WY + gT* W) (gT°W, + 'Y B,) + (gT°WE + ¢ Y B*)(gT'W,, + gT*W )@
=0T [(¢T' W} + gT*Wy')* + (¢T°W§' + ¢'Y B")?
+ T, T YWW + g {12 T°YWEW) + 29g'T'Y W' B, + 294 T*Y W4 B, | ®
=®N[(gT' W} + gT*Wi)? + (¢T*WE + ¢'Y B*)?* + 29/ (T*W + T*WIY B,)®  (3.279)

4En SU(2) las representaciones 2 y 2 son equivlantes
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Entonces, usando la ec.(3.233)
L OO (gT*WH + ¢'Y B*)*®

—dM QA" + — (T — Qsin®by) 2]’

sin Oy cos Oy
De’dTQ* P A" A,
=c*PTIQPA A,

=g TP A A, (3.280)

3.8 Muestre que el Lagrangiano en ec. (3.259) puede escribirse escalares en el espacio SU(2)

3.9 Demuestre que
L=—1Tr(W"W,)— 1B" B,
_ 1 Vygst 1 v
=W/ W, — 1B"" B,
1
D AP Ey =12 L = 5 () (B )
donde

F =0,A, —0,A,
L ::GMZZ,—-8L2@
(Fiv)y = 0, W, — 0,V
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Capitulo 4

Ruptura espontanea de simetria

4.1. Masa para el campo escalar

Escribamos el Lagrangiano para una particula escalar real de masa m como
L =30"$0,6 — V(o) (4.1)

con
V(o) = b (4.2
Este Lagrangiano es simétrico bajo la transformacion discreta ¢ — —o.

Si p?2 > 0 el campo tiene excitaciones alrededor del minimo del potencial que cuestan energia y di-
cho término se interpreta como la masa de la particula. Ver figura 4.1. En Teoria Cuantica de Campos
al estado de minima energia se le llama el vacio y las excitaciones alrededor del vacié corresponden
a las particulas.

Si 42 < 0, no existe un minimo del potencial alrededor del cual el campo pueda oscilar. Ademés
el alejamiento del campo del punto de simetria del potencial no cuesta energia. Por consiguiente en
ese caso, el término de interaccion

V(o) =’ <o, (4.3)

Figura 4.1: V(¢) = 3*¢* con p? > 0

97
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Figura 4.2: V(¢) = 3p2¢* + 1A¢* con p? <0, y A > 0. Simetrfa exécta
Figura 4.3: V(¢) = 14%¢* + $A¢* con p* < 0, y A > 0. Simetria espontdneamente rota.

no puede interpretarse como un término de masa en el Lagrangiano dado por la ec. (4.1).
Consideremos ahora el potencial

V(9) = 31°¢” + 320" 4* <0, A>0 (4.4)

que mantiene la simetria bajo la transformacién discreta ¢ — —¢. A > 0 garantiza la aparicion de los
dos minimos que se muestran el la figura 4.2. Si la energia es suficientemente alta como se muestra
en la figura 4.2, las excitaciones son simétricas con respecto al méaximo del potencial y el término en
1% no puede interpretarse como masa para la particula escalar.

Sin embargo, si la energia es suficientemente baja como se muestra en la figura 4.3, las excitaciones
alrededor del minimo dan lugar a la apariciéon de un término de masa para el campo escalar. Ademas,
dichas excitaciones no respetan la simetrias ¢ — —¢. En tal caso decimos que la simetria ha sido
espontaneamente rota: aunque el Lagrangiano mantiene la simetria original, el vacio la rompe.

Para analizar cuantitativamente el espectro de particulas es necesario expandir el campo alrededor
del minimo y determinar las excitaciones. Establezcamos en primer lugar los minimos del potencial.
La 0V/0¢ = 0 da lugar a

120+ Ap* =0 (4.5)
o(p* + 1%) = 0, (4.6)
con extremos ¢uax = 0, v
uin = (0) = v = £/ 12 (1.7
De hecho P2y 2
Gz = + 3Mp%. (4.8)

¢ = 0 corresponde a un maximo, mientras que la segunda derivada para ¢ = ++/—pu2/X es —2u* > 0
y corresponden a los minimos. Expandiendo el campo alrededor del minimo

o(x) = H(x) 4+ v (4.9)
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V(9) =51°¢" + 320"
LW (H +v)* + N(H + v)*
W (H +v)* + {A(H + v)4
% (H? +20H + %) + A (H
=112 (H? + 20H +v?) + [ H* + 2H? (20H + %) + (2vH+u2)2]
=117 (H? + 2vH 4+ v*) + 1\ [H* + 40 H® + 2H*0* + 40°H* + 40°H + v*]
=1p? (H? +2vH +0°) + IN[H' + H? + 6H*v* + 40°H + v*]
—%u H? = 3H?1” + pPvH — p°vH + 3pP0* — 2p20° + X [H + 40 H?]
=3 (-2
2

—l-QUH—l—U)

V(H p*) H? + NWH? + IXH* + 1202, (4.10)
y
Ly=30"HO,H — 3 (—2p*) H> — \wH® — 1AH" + constant. (4.11)
Entonces H adquiere una masa —2u? y no es invariante bajo H — —H.
Otro método es usar las ecuaciones de minimo —pu? = Av?, para eliminar un pardmetro del
potencial:

V(¢) = =i ¢ + 1Ag?
=— I\® (H? + 20H +v*) + 1A [H* + 4H? + 6H*v* + 40°H + v
=\v"H? + \wH® + 1XH" + constant. (4.12)

4.2. Boson de Goldstone
Consideremos ahora un campo escalar complejo sin término de masa, pero con potencial:
= 0§70, — V(9) (4.13)
V(g) =120 o+ M¢'9)* 1> <0, A>0 (4.14)

La simetria del Lagrangiano corresponde a U(1) global. Este potencial corresponde al “sombrero
mexicano”. Para una energia suficientemente baja de manera que el campo deba oscilar alrededor del
minimo aparecen dos tipos de excitaciones. Una sobre las paredes que cuestan energia y corresponden
a un campo escalar cargado como en el caso anterior, y otra a lo largo de la circunferencia de minimo,
que corresponde a una particula escalar sin masa.

Analiticamente tenemos dos formar de abordar el anélisis

4.2.1. Coordenadas cartesianas

Expandimos el campo alrededor del minimo:

_ 40 ¢1+Z¢2_i Vi
b=90="% \[( () + v +1G) (4.15)

Entonces

V61, d2) = 1% (67 + 62) + 1A (67 + ¢2)° (4.16)
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La condicion de minimo es

v
% —0
=102 (201) + IX2 (67 + 63) 2¢1
=1 [11” + X (67 + ¢3)] (4.17)
v
8752 =0
=o [1> + X (6] + 63)] (4.18)

Los infinitos minimos degenerados corresponden a la circunferencia

2 2 2_‘#2
¢1+¢2—U = T (419)

El campo debe ser neutro pues, reemplazando (4.15) en la ec. (4.16)

L =30"HO,H + 10"G0,G — 3p° [(H +v)* + G°] = IN[(H +0)' +2(H +0v)’G* + G
L=30"HO,H — 11i°(H 4+ v)* — sAH + )" + 30"GO,G — 5p°G* — TN [2(H +0)*°G* + G'] .

(4.20)
Usando la ec. (4.10), tenemos
L£=10"Ho,H — 1 (—24°) H* — WwH? — I\H*
+ 10"GO,G — 1P G? — ING*
— IN[H?G? + 20HG? + v*G?] + constant
(4.21)
L=30"HO,H — 5 (—2p*) H* — WwH® — {\H*
+ 30"GO,G — ING*
— AWHG? — INH?G? + constant
(4.22)

Como antes, el campo H tiene masa 2|u?|. El término en G? ha desaparecido implicando que el campo
G tiene masa cero. En este caso decimos que la invarianza U(1) de la accién ha sido espontdneamente
rota

U=eY" (4.23)

donde Y es el generador de la transformacion y 6 el parametro. Después de la ruptura espontanea de
la simetria diremos que el generador Y ha sido roto. El campo que adquiere masa recibe el nombre
de bosdn de Higgs [17], mientras que el campo sin masa es llamado bosén de Goldstone.

El Teorema de Goldstone establece que por cada generador roto de una simetria continua debe

aparecer un boson de Goldstone.
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4.2.2. Coordenadas polares

Si hacemos

— ein(@) ﬂ
¢ = NG (4.24)

L =35 (8"p—1pd"n) (Oup +ipdun) — 51°p* — 20"
L= 50"pup + 50° 0" ndun — 512 p° — 5Ap" (4.25)

Haciendo p — p + v, tenemos

L =50"pdup — 51°(p +)* = 3A\(p +v)*
+30°0" ndun + £p°0" 0, + 20p0"nd,n
L —8“p8up — = ( 24 ) 2 — p® — i)\p4
+5020“n0,m + 1 3P p*0" nd,m + 2vpd*nd,n (4.26)

De nuevo no hay término de masa para 7).

4.3. Masa para el bosén gauge

En el caso de la Accién invariante gauge local bajo el Grupo U(1), tenemos el Lagrangiano (3.92):

= (D"¢)" Duo — 126" — N (¢"¢)* — LF™F,,  p?<0and A >0 (4.27)
Para obtener directamente el espectro después de la ruptura espontanea de simetria es conveniente
usar la transformacién gauge de la ec. (3.135). Haciendo 6(z) = —n(x):
V2 V2
L—L=[DY¢] (D¢ =1 (0 ¢ = [(¢) ¢]" — 4 (F“”Fw)

(D
=1 [8“]—[ +igA™ (H +v)] [0,H — igA"y(H + v)] — $p*(H +v)* — sA(H +v)* = 1F"E,
(4.29)

En adelante omitiremos las primas, aunque debe estar claro que se esta trabajando en el gauge
especifico de la ec. (4.28). Entonces

L=30"HOH — $p*(H +v)* — INH 4+ v)* + 36°A* A, (H +v)* — LF™F,,. (4.30)

Usando la ec. (4.10)
L="Ly+ L+ 36°A" A H? + g°vA* A, H, (4.31)

donde Ly esta dado por la ec. (4.11) y

Law=—2F"F, + 150" A*A,. (4.32)
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Teniendo en cuenta la ec. (2.126) para el Lagrangiano de Proca, vemos que como consecuencia de la
ruptura espontanea de simetria el campo gauge ha adquirido una masa

Mar = gu. (4.33)

El mecanismo completo mediante el cual, a partir de un Lagrangiano invariante gauge local, los
bosones gauge adquieren masa se llama mecanismo de Higgs [17]. La particula escalar que adquiere
masa se llama Higgs, mientras que el boséon de Goldstone es absorbido por campo gauge como modo
longitudinal.

El nimero de grados de libertad independientes en el Lagrangiano original en la ec. (4.27) es
cuatro. Correspondientes a los dos grados de libertad del bosén gauge no masivo y los dos del campo
escalar complejo. En el Lagrangiano final en la ec. (4.31) no aparece el bosén de Goldstone. Sin
embargo esto no es un problema porque dicho Lagrangiano también tiene cuatro grados de libertad
correspondientes a los tres grados de libertad del bosén gauge masivo y al grado de libertad del bosén
de Higgs.

Sin usar la transformacion gauge en ec. (4.27), tenemos que para

1 )
¢ = ﬁ (H(z) 4+ v +iG(x)) (4.34)

L =3 [0"H —i0"G + igA"(H + v) + gA*G] [0, H +i0,G — igA,(H + v) + gA,G]
— LP(H +0)? = 3°G? — INH +0)! — ING* = ING*(H +v)* — LF™E,,
=1 {0"H + gA"G + i [-0"G + gA"(H + )|} {0,H + gA,G — i[-0,G +igA,(H +v)]}
— P (H +0)? — $p°G? — IAH +v)* — IAG* — ING?(H? + 20H + v°) — $F*™F,
=L (0"H + gA"G)* + 1 [-0"G + gA"(H +v)]?
— 1P (H 4+ v)? = IAH +v)* = IAG* — ING*(H? + 20H) — 1F"F,,
=10"HO,H — $p*(H +v)* — IN(H +v)* = 1F™F,
—ING* — gO"GALH + L° A" A H? + g*v A" A, H + g0"HA,G
+ 197 AP A,G? — IAG?(H? + 2vH)
+ %0“G0MG + %920214”/1” — guo'GA,
=Ly — 1 F" Fu + Ling + Lo, (4.35)

donde

Ling = — NG — g0"GAH + Lg? AP A H? + g*v AP A H + g0"HA,G
+ 197 AFA,G? — ING?(H? + 20H)
Ly =10"GO,G + Sg°v* AF A, — gvd"GA, (4.36)

Podemos interpretar £, como los términos de mezcla entre A* y, para compensar el indice de Lorentz,
O"G. Podemos escribirlo en forma matricial como

Ly =1 ("G A¥) (_1gv g}j}@) (aﬁG) (4.37)
n

T ( cos 3 sinﬂ) (4.38)

—sinf3 cosf

Sea
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() v (%)
|

a=te an|v(C v (%)

con tan f = 1/(gv). Si

=1 (14 g*v%) A"A, (4.40)

De nuevo, el bosén de Goldstone, en este caso 9"G’, es absorbido como modo longitudinal del Aj,.

4.4. Mecanismo de Higgs en un caso no Abeliano

Consideremos ahora una Accién invariante gauge local bajo S(2) x U(1)y. Esta corresponde al
sector bosonico del Modelo Estandar de las particulas elementales. Generalizando el Lagrangiano en
la ec. (3.211)

L= (D"®) D& — 12D — A (d1)” — L Tr (W™W,,) — 1B*B,,, (4.41)
con p? <0y A > 0. Ademds
q) SU(2)><_[>J(1)Y q)/ _ ei(@jTj-l-aY-I)q) (442)
y
D,=1-0,—igW,—i¢YB,=1-0, — igT,-W/j —ig'Y B,,. (4.43)
De la ec.(3.178)
1 1
: Wy =Wt
W,=TWi.=| 2 7 v2_ H]. (4.44)
g 8 (ﬁWu —Wi
De modo que
0, —i(2gW?+¢YB — L gW
Du = P (2gi . _g u) . 1\/593 b / (4-45)
— IV, Oy —i(—59W2+4gYB,)
Sin perdida de generalidad los cuatro grados de libertad de ®, pueden escribirse en la forma
o et (0 (4.46)
L (H () +v)

(1+m3 V2t ) ( 0 )

V2in~ 1 —ins %(H(x) +v)
int H + vin

- (% H+U—Z7]3H—Z))

ok
T2
!
2
<% h+wv —ZG0)>
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Para SU(2) x U(1)y tenemos cuatro generadores y cuatro bosones gauge. De acuerdo a la parametri-
zacién en ec. (4.46) esperamos que aparezcan tres bosones de Goldstone, de manera que quedard un
generador no roto correspondiente a una simetria remanente del vacio U(1)q

SU2) x U(1)y 25 U(1)e. (4.47)

Se espera entonces que el espectro consista de un bosén de Higgs, tres bosones gauge masivos, y un
bosén gauge sin masa.

Para a = 0, podemos hacer una transformaciéon gauge usando la ec. (4.42) sobre el campo P, tal
que

P = <%(H&) . U)> , (4.48)

que define el gauge unitario. En adelante sin embargo omitiremos las primas sobre los campos trans-
formados ®" y W,,.

L— % [D“ < . (I()’ ) U)} T D, ( . (I()’ . U) CV(H) - T (WHW,,) — ABB,,,  (4.49)

donde V(H) dado en la ec. (4.10), incluye el término de masa para el boson de Higgs
my = 2|p°| = 2x0° (4.50)

sl — L gWH(H +v) f —gW,H(H +v)
2 [\O"H — i (—5gWi + g'YoB") (H + v) O H —i(—59W2+ g'YeB,) (H +v)
—V(H) - %Tr (WH'W,,) — iB“VBW

_! (GooW*™(H+v) 9"H+i(=3gWf +gYoB") (H+v))

2
—%QWJ(H +v)
OuH —i(—3gW2+ g'YoB,) (H +v)
- V(H) - %Tr (WH'W,) — %B‘“’BW

1y
='W W (H + o)

1
+5 (0" H + i (—5gW4 + g'YoB") (H +v)] [0,H — i (—39W,) + ¢'YoB,,) (H +v)]
~V(H) - 1Tt (W*W,,) —iB"B,,
1

=50"HOH = V(H) = 5 T (W' W) = $B" By,

1 1
- EQQW”_W:(H +v)? + 3 (—1gWi + ¢'YeB")? (H + v)? (4.51)

Entonces

1 v ) v
L=50"HO,H — V(H) = {WI"W,, — {B"B,,

2 1 1
+ (L) WWE - SGPWI W + SogP W WEH + Ly (4.52)
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1 2
Lwp =~ (@W;Wj — 199'YoWL'B, — Lgg'YoWY'B, + g’2Y§B“BH> (H? + 20H +v*)  (4.53)

2
Haciendo Yg = 1/2 como en la ec. (3.232),
1 S AW
Lwp =~ (W B* w) (H? 4 20H + 0* 4.54
WB 8( 3 )(—gg’ e B, (H? + 20H + v*) (4.54)
e 0 ind 1 !
[ cosby  sinfy\ g g
V= (— sin Oy COSHW) N /2 1 g7 (—g’ g) ’ (4.55)
con tanfy = ¢'/g, tal que gsin Oy = ¢’ cos Oy, como en la ec. (3.222). Si (ver ec. (3.216)),
5) v (%)
p)=v (7 (4.56)
(5)-v (%
entonces
1 T 92 —99' Zu 2 2
Lywp == (4 A*) |V V H*+2vH 4.57
o=l )[ (—99’ 9’2) }(Au)( + 2l ) (4.57)
VA P +99®  —¢=d"\(9
o 2 9 2 2.0 2.0 2 2 o
99 g g°+g +9°9 — 979 99" + 499 g g
1 (P+gd® =g -9\ (9
P +g° 0 0 -9 g
_ 1 (PP g Py + 99 — gty —gg”
9>+ 9" 0 0
2 2
+ 0
:<g 09 0) (4.58)
1/¢*+q" . ) )
‘CWB:§ 1 ZZM(H —|—2UH‘|—’U)
L rg\? 2 m 2 2
=5 (3) (1 +tan?ow) 242, (H? + 208 + 07
1 g 2
= - Z'Z, (H? + 20H +v*
2(200s6’w) w (7 20H +07)
1 . 2 1 p 2 g 2
= - M7+ = zr7, H? — 77 H 4.
2 (20089W) et 2 (2cos€w) wio (20089W) vl (4.59)
Retornando a la ec. (4.52), tenemos

1 vV 174
L=50"HOH —V(H) — LT (WH'W,) — 1B B,
1 ~ 1 _
+ ZngV“ WH? + §Ug2W“ W, H

1 g ? g ?
— Zh 7 H? Zh 7 H
* 2 (20086’W> wio <200s6’w) ! a

1 1 1
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donde . .
W=ty mz = 2 cos Oy’ (461)
y iy
= . 4.62
27 cos O ( )
Los términos en W,ﬁu, y B, pueden escribirse en términos de W* Z, y A,
Lwp=—sW"W,, — 1B" By,
=—Lpwp, 172wz, — JE (P ) — L3 — La (4.63)
donde
(Fw)w = 0, W, — 8,,W: (4.64)
y L3y L4 estan dados en [18]
Ly = — iecot Oy [(FJV)“”W:Z,, — (Fw)"™W; Z, + W;WJZW}
_je [(FJV)WW:A,, — (Fw)"™ W, A, + W,;WJFW} , (4.65)
62 —\2 —Y{V— 2 2 - v — v
Li== 5o (W, W) WEW W W | = e oot by (W W 2,27 — W Z0W, 2)
— €% cot? Oy, (2W:W“‘AVZ” — W:A“W;Z” — W:Z“W;A”)
—e? (W:W“‘A,,A” — W:A“W;A”) ) (4.66)

El Lagragiano invariante gauge local bajo SU(2) x U(1)y desarrolado, corresponde al Lagrangiano
bosénico del modelo electrodébil del Modelo Estandar

Low" =— AF"E,, — 12" 7, — Y F )™ (Fw)w + 0" HO,H
1 2 2 H H2 2 — + 1 2 H H2
— §mHH <1—|—;—|—4—U2 + [ my W W,u +§mZZ“Zu 1+2;+F

—jecot By [(FJV)WW;Z,, — (Rw)"™ W Z, + W;WJZW]

e [(FJV)WW;AV — (Fw)"™ W7 A, + W;WJFW]
2

e . o ) ) -
= g LW W) = W W | — e cof? by (WA 2,2" = W, W, 2°)
— P cot? by (2WWHA,Z" — WHAMW, 2 — Wi 2, A)

— 2 (WA, A — W AN, AY) (467)

El Lagrangiano en ec. (4.41) tiene en total doce grados de libertad. Cuatro del doblete escalar
complejo y ocho grados de libertad para los cuatro bosones gauge no masivos. El Lagrangiano final
en la ec. (4.67) tiene doce grados de libertad, uno del bosén de Higgs, 9 para los bosones gauge
masivos Wj , W,y Z, y dos del bosén gauge no masivo A,. De nuevo, en el gauge unitario no
aparecen los bosones de Goldstone explicitamente en el Lagrangiano. Estos han sido absorbidos

como modos longitudinales de los tres bosones gauge masivos. Del teorema de Goldstone vemos que
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como efecto de la ruptura espontanea de simetria hay tres generadores rotos que dan lugar a los
tres bosones de Goldstone. Queda un generador no roto asociado a un bosén gauge no masivo A,
que es una combinacién linea de los campos gauge neutros. A, corresponde al fotén y esta asociado
una simetria gauge local abeliana remanente del vacio. Entonces, la ruptura espontanea de simetria
ocurre de S(2) x U(1l)y — U(1)q.

Los resultados de esta seccién se obtienen del Lagrangiano en ec. (3.196) haciendo ¢™ = 0, y
#° = ¢ = (H +v)/v/2. En tal caso L3 = 0 en ec. (3.202).
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Capitulo 5

Fermiones

5.1. Ecuacion de Dirac

5.1.1. Fermiones de Weyl

Sea 1 un campo que satisface una ecuacién covariante de segundo orden. La parte cinética del
Lagrangiano sin términos de masa y sin términos de interaccién debe tener la forma

L= Sla 0, — Loulat s — muslby (5.1)

La Accion debe ser real, de modo que el Lagrangiano también. En efecto
. . 1
i i
L= (iwauaﬂw _ iauwfamw) _ mwaW)

i i
_ (_iaﬂwaw + §M aﬂaﬂw) — mypTbly
=L sibl=b.

Como al aplicar las ecuaciones de Euler-Lagrange a este Lagrangiano debemos obtener la ecuacion
de Scrhodinger

0 ~
— =H 5.2
iy = (2
con H una funcién por determinar del operador p, entonces

El Lagrangiano en ec. (5.1) puede reescribirse como
£ = sl 0,0 - 50, (¥a") + Sv'a" 0 — milby
, 1
= ipla” 0,0 — iﬁu (vTa"y) — myToy
L = iptat 9, — myTby (5.4)

Ahora utilizaremos el método desarrollado en capitulos anteriores para analizar el Lagrangiano.
Calcularemos las ecuaciones de Euler-Lagrange, la corriente conservada y el tensor de momento-
energia.

109
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5.1.2. Corriente conservada y Lagrangiano de Dirac

De la ec. (5.4)

oL oL
[yl 5
=[5 ™+ 5w
= ipta’oe) (5.5)
El Lagrangiano es invariante bajo transformaciones de fase globales, U(1)
=) =T R —darp, (5.6)
de modo que
0 = —iaa). (5.7)
Por consiguiente
J° = arpTa®y (5.8)

Para que J° pueda interpretarse como una densidad de probabilidad, debemos redefinir el Lagran-
giano en ec. (5.1) como

L= 200, — 50,07 — miby, 59
tal que
¥ =y, (5.10)
con
=1 (5.11)

Para que este nuevo Lagrangiano sea real se requiere que,

A=1
cylc =V
cbfe=1b (5.12)

ya que

l\DIN

1
Lc@uw — —OM@DWLC@/)) — ma) bl er

wTCQVLcﬁugb - = @DTC %C?/)) —myTPbiey

N | .

o= (o
(
(e

= (512%18## - %@ﬂhﬂﬁ) — mipby

) _ _
vlcﬁuw — iﬁuwcﬂcw) — mapeb et

l\DIN

Sin perdida de generalidad podemos hacer b =1, y

— Wy D, — mibu, (5.13)
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La nueva corriente conservada contiene

oL oL
i 5 (00
= "
= ¢ley’y
= YTy (5.14)
Que podemos interpretar como una densidad de probabilidad. 7 se define como la adjunta de 1.

En general

= | 5] ‘w[ (afzp)]

oc M (—ia)
oc iy (—iah)
= Py (5.15)
y
JH = iyt (5.16)

5.1.3. Tensor momento-energia

oL oL
70 w@mﬂ + 80w - L

9 (0ov)
= i)y 0t — L
= —ipy' i) + my,
= (v -p+m)y,
=¢le(y-p+m)y,
= T Hy, (5.17)

Ty =

donde

~

H=c(y-p+m) (5.18)

y, como en mecanica cldsica usual
(H) = / VI HY da. (5.19)

Ademas

oL oL
T = —= 9.4+ 0;
TN A7y )
:Z’QZV%W
= —¢f(—id,)y (5.20)

de modo que

- /Wp@b P (5.21)
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5.1.4. Ecuaciones de Euler-Lagrange

Queremos que el Lagrangiano de lugar a la ecuacién de Scrondinger de validez general

0 -
it = Hy (5.22)

con el Hamiltoniano dado en la ec. (5.19), que corresponde a un Lagrangiano de sélo derivadas de
primer orden y covariante, en lugar del Hamiltoniano para el caso no relativista.

De hecho, aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange para el campo v al Lagrangiano en ec. (5.13)
tenemos
)

oL B 0_[, B
o) | oY
oL
— =0
oY
iy o, —map = 0. (5.23)
Expandiendo
i 00 + i O —map = 0
i 0t) =~ - (—iV ) — map = 0,
0 = (v - b +m),
de donde 5
iv°2§¢ =7"(v-p +m)p. (5.24)

Comparando con ecs. (5.22) y (5.18), tenemos que

c=7
A% =1, (5.25)
De la ec. (5.18) A
H =~y -p+m), (5.26)
y de la ec. (5.12)
70y = 4 (5.27)

A este punto, sélo nos queda por determinar los pardmetros v*.
La ec. (5.22) puede escribirse como

(i% — H) Y =0. (5.28)

El campo 1 también debe satisfacer la ecuaciéon de Klein-Gordon. Podemos derivar dicha ecuacién

aplicando el operador 5
= _H
( Kz )



5.1. ECUACION DE DIRAC

De modo que, teniendo en cuenta que OH /ot =0,

9 N[ N\

0% . (OH SO O,
——FZ(—)@D—I-ZHE—ZHE—FH@D—O

0? -
(@jLH?) Y =0.

De la ec. (5.26), y usando la condicién en ec. (5.25), tenemos

H* = (voy-P+%m) (07 P+ 10m)
= (vv - P)(Y0Y - P) + MY - PYo + Mgy p+m’

Sea
B=7"
of =[Gy
,}/’l — ﬁal

B’ = (a-p)(a-p)+ma-pf+mba-p+m’
= (- p)(ex-p) + m(af + fa) - p+m?
Sea, A una matriz y # en un escalar. Entonces tenemos la identidad
(A-0)2 =" A"g" + 3" {4, A7} i
i i<j
Entonces

B2 =a2p + 3 {ai, a5} pipy + mleaf + foa)pi + m?

i<j
(suma sobre indices repetidos). Si
af =1
{aiv aj} =0 { % j
Oéiﬁ + /GOQ' =0

H?> = —V? +m?

y reemplazando en la ec. (5.29) llegamos a la ecuacién de Klein-Gordon para 1)

(8—2—V2+m2)w:0

ot
(O+m?) =0

113

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)
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En términos de las matrices v las condiciones en ec. (5.35) son
P =1
o/2 -1 7ofyz;yofyi _ _fyﬂ 1 7;'2 -1
YA+ = {72"70} =0
De modo que

{07} =" 409797 =0 i #j
=Y =0 =0 i
VY VY =0 i
(" Yr=0 i#j

Las ecuaciones (5.38)(5.39) pueden escribirse como

(" =AY =20
donde
="

Ademads, de la ec. (5.27),

7101y = .

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)

Cualquier conjunto de matrices que satisfagan el dlgebra en ec. (5.40) y la condicién en ec. (5.42), se

conocen como matrices de Dirac. A 1 se le llama espinor de Dirac.

En términos de la matrices v*, el Lagrangiano de Dirac y la ecuacién de Dirac, son respectivamente

de las ecs. (5.13) y (5.23)
L= QZ (nyuau« - m) wv

iyt o —ma =0,
donde

5.1.5. Propiedades de las matrices de Dirac

De la ec. (5.42)

P =00 = {Vj:fvooz P Miq'
V=" ==yt p=i
Definiendo
V5 = 1%0V172735
entonces,

% =1,

(5.43)
(5.44)

(5.45)

(5.46)

(5.47)

(5.48)
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Teniendo en cuenta que 72 o 1 y conmuta con las demés matrices, tenemos por ejemplo

V5¥3 =170717273 = V31012 = —V310717273 = — V35

V5Y2 = — iY0N1Y5Y3 = —VaiY0N1Y3 = —V2iY0V1V2Y3 = — V25

Y571 =10V Y2 Y3 = Vi Y3 = —Y1iv0V1Y2Y3 = — 175

Y5Y0 =170717273%0 = —V5iV1V2Y3 = —YoVs - (5.49)

De modo que
{75} = 0. (5.50)

Expandiendo el anticonmutador tenemos

YuVs = —V5Vu
VsV YVs = —Vu
Tr (v5775) = = Tr
Tr (7575%) =—Tr~,

Try, = —Tr,, (5.51)
y por consiguiente
Tr~, = 0. (5.52)
Si
5. = Un, U, (5.53)

para alguna matriz unitaria U, entonces v, corresponde a otra representacion de dlgebra de Dirac en
ec. (5.40), ya que

{34} ={Uy"U", Uy'UT}
=U {3t
= 29" UU"
= 29" (5.54)

Claramente, la condicién en ec. (5.42) se mantiene para la nueva representacién. Como 7y es hermitica,
siempre es posible escoger una representacién tal que 5o = UroU' sea diagonal. Como 42 = 1, sus
entradas en la diagonal deben ser £1, y como Tr 7, = 0, debe existir igual nimero de +1 que de —1.
Por lo tanto la dimensién de vy (v de 7,) debe ser par: 2,4, .. ..

Si U =~Y, entonces 7 =% y ' = —+%.

Para una matriz de n dimensiones existen n? matrices hermiticas (o anti-hermiticas) independien-
tes. Si se sustrae la identidad quedan n* — 1 matrices hermiticas (o anti-hermiticas) independientes
de traza nula. En el caso n = 2 corresponden a las 3 matrices de Pauli. En el caso de la ecuacién de
Dirac se requieren 4 matrices independientes, por lo tanto deben ser matrices 4 x 4. En efecto para
n = 4 existen 15 matrices independientes de traza nula dentro de las cuales podemos acomodar sin
problemas las 4 v*. En la Tabla 5.1 se muestran las matrices de traza nula con sus propiedades de
transformacion bajo el Grupo de Lorentz. En la tltima se muestra el correspondiente escalar en el
espacio de Dirac {I'.
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Matriz I’ Transformacion Numero | Escalar en Dirac
1 Escalar (S) 1 Y
o Pseudoescalar (P) 1 Y51
Y Vector (V) 4 Py
YuYs Vector axial (A) 4 Yy Y5Y
0w = 5 [Yu, Y| | Tensor antisimétrico (T) | 6 Vo)
16

Tabla 5.1: Matrices I';.

5.2. Electrodinamica Cuantica

Para hacer el Lagrangiano en ec. (5.43) invariante gauge local bajo U(1)g, procedemos de la
forma usual. El campo transforma como

¢ N ¢/ _ e—iQ@(w)w
h— = 1pe ) (5.55)

La derivada covariante se define de manera que transforma de la misma forma que el campo, intro-

duciendo el campo gauge A"
o' — DF = 0" —ieQA" (5.56)

El Lagrangiano correspondiente a la interaccién de un fermion y el campo electromagnético es

L =19 ("D, —m)p — TF*F,

iz

(5.57)
y es invariante bajo transformaciones locales U(1)g. Desarrollando la expresion anterior, tenemos
L= [iv" (0, —ieQA,) —m| ) — iFWF;w
= (17"0, — m) ¥ + eQUy*pA, — S FME,,. (5.58)
Aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange para v, tenemos
(170 —m)Y + e@y" Ay = 0
(iv"0,, — i*eQy" A, — m) = 0

[iv" (0, — 1eQA,) —m|p =0
(iv*D, — m)y = 0. (5.59)

Que corresponde a la ecuacion de Dirac en presencia del campo electromagnético. Mientras que para
el campo A", tenemos

1, [ F7E, 04,
10 ) @B =
O F" = —eQuy" (5.60)

Definimos entonces la corriente electromagnética generada por el fermiéon como

"= —eQUy"y. (5.61)
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De nuevo, la aparicion de la interaccion electromagnética es una consecuencia de la invarianza gauge
local.

El calculo de la corriente para una invarianza de fase global es

o L o 0L
500 T 0,9)
o Py (5.62)

y para la ecuacién de Dirac, a diferencia de la ecuacién de Schrodinger, la corriente de probabilidad
tiene la misma forma que la corriente electromagnética.

5.3. Cromodinamica Cuantica

Los protones, neutrones, piones, kaones y demés hadrones, son particulas compuestas de constitu-
yentes elementales llamados quarks. Por ejemplo los protones, neutrones y piones estan constituidos
de quarks up y down. Los hadrones estan dividos en bariones, B, constituidos de tres quarks, y los
mesones, M, de dos. Para satisfacer el principio de exclusién de Pauli, y justificar el confinamiento de
los hadrones, se requiere que cada quark contenga N, cargas diferentes, llamadas cargas de color, de
manera que la carga de color de un hadrén sea cero. Muchos resultados experimentales respaldan la
existencia de tres cargas de color para cada quark, N. = 3. De este modo cada quark ¢ = u,d, ¢, s,t,b
viene en tres colores

Qo = 1592, 93 = Gry @by Qg (5.63)

donde los tltimos subindices hacen referencia a los colores red, blue, green. De este modo los Bariones
y mesones estdn descritos por combinaciones singletes de color del tipo ¢-qvq4 y ¢-Gr,

1 1
B=—¢.3 |0 M= —6%q, 5.64
7 v |004950) 7 |Gags) (5.64)

Estos estados son singletes de color, ver problema 5. 2 Una de las determinaciones de N, proviene
del observable

R %a(eJre_ — hadrones)

olete” — ptp) (5:65)

Para f = wu,d, s, c,b,t, (en orden de masa) tenemos que para una energia donde se pueden producir
hadrones compuestos de hasta quarks fiax

NZ;TJ fovil olete” — fafa)

olete” — putp)

R

fmax + - r
ole ¢ —
~N, Zf_u ( ff)

R
olete” — ptu)

(5.66)
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= I I T T I I T T ‘ —
. R
102 = =
10 | Ne=3 4
R A U A B T || Tt rotyr e T ---Z>44
B ___________:_:—)—;'—7>2_7
1 . =
— [N — -
[ K .
L ‘ VS [GeV] N
10 s | I | | I | I 2
1 10 10
Figura 5.1: Datos para R
De este modo R esta dado por la suma de las cargas eléctricas al cuadrado
2
R %chszf
"
fIIl'dX
=N.>_ Q]
(N2 +2(F)) = 2N, f=u,d,$, fuux =5
= N2 4 2(F1)) = N, fu = ¢
(V232 +3(5)%) = GNe finax = b
(2 N.=3,  fom=5s
= % NC = 3’ fmax = C (567)
11 _ _
\ 3 Nc - 37 fmax - b

En la figura, tomada de [5], se muestra el grafico de R con respecto a /s (la energia de centro de
masa de la colisién). Se observan dos escalones, uno que va hasta una energia /s ~ 4GeV que
corresponden a f = u,d, s, y otro hasta /s ~ 40 GeV que corresponde a f = u,d, s, ¢, b. El valor de
R es compatible con el esperado de la ec. (5.67). Como referencia también se senalan los valores para
N. =4 (en rojo).

Si queremos que el color sea una carga conservada como la carga eléctrica, o la de isospin débil, esta
debe ser la consecuencia de una simetria gauge local. Para tener tres cargas diferentes la posibilidad
mas simple es imponer la simetria SU(3)., tal que tengamos un vector compuesto de 3 espinores de
Dirac en el espacio de color:

Ur qr
U = ¢b = dp . (568)
% dg
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El Lagrangiano de Dirac con invarianza gauge global SU(3), para un quark, se puede escribir como

Laobal = 190, ¥ — mI, (5.69)
donde \

U — U = exp (i@a?) v. (5.70)
a=1,...,8, A;/2 son los ocho generadores de SU(3) y 0, son los pardmetros de la transformacién
global.

En un andlisis similar al de la seccién 3.5 tenemos que la Accién invariante gauge local bajo
SU(3)., se obtiene de reemplazar la derivada normal por la derivada covariante (ver ec. (3.195))

_ - 1
Liocal = 1D, ¥ — mUV — 5 Tr (G"'GL), (5.71)
donde
: A
U — U’ =exp z@a(a:)? 4
/ , A?
D,V — (D,V) =exp [z@a(z)?] DV, (5.72)
con \
D, =0, — igsiGz =0, — 195G, (5.73)

con la definicién de esta matriz 3 x 3 similar a la de la ec. (3.178)

Ao "
af
En términos, la transformacién de los campos gauge esta dada por

G* — (G") = UGHU — gi @"U) U, (5.75)

Similarmente, definiendo la matriz 3 x 3, como se hizo en la ec. (3.188)

w i ) = e
G gS[D ,D"] = 5 GH”, (5.76)
donde N
Gl = O'Gl — 0"Gl + g [ GYGY = G + g, f "™ Gl GY, (5.77)
con B
Gt =0'Gl — 0"Gh (5.78)

y £ son las constantes de estructura fina de SU(3)

{)\“ A

A€
2 g pabe Y



120 CAPITULO 5. FERMIONES

Definiendo el producto vectorial de SU(3) como
(A x B), = fucA’B, (5.80)
si G* es un vector en el espacio SU(3) con las 8 componentes G*, podemos escribir la ec. (5.77)
como en la seccién 3.7
G" =0'G" - 0"G" + g,G" x G", (5.81)
donde G* es el vector en el espacio SU(3) con las 8 componentes G#*. Expandiendo el Lagrangiano
en ec. (5.71), tenemos
T . )\‘1 a T 1 Nyl
L =1V~ {0, — zgng“ U —mu¥ — ZG“ G,
=iUy"0, U Y v ”)\GG“\D 1G‘“’G“
=1 ’y 1% —m +gs 7 ? o - Z a uv
NT T/ NT )\CL a 1~ v a
=1V, ¥ — mUW 4 gsllfv“?\Iqu - ZGg Gl

1 ~ ~
— 1 (98 Fuac GG + g ™ GLGLG, + 621 fua. G GGG ) (582)

L= Eglobal + Egaugo + £SIa (583)

donde
Eglobal :iifv“@ullf — m\if\If

T )\a a v va
‘Cgauge :gs\IﬁyM?\DGM - ZGZ G/u/

- i (0"GY — ' GY) (9,64 — 9,G%) + JV G2, (5.84)

es la nueva corriente conservada de interaccion fuerte que surge como consecuencia de la invarianza
gauge local SU(3).

L _
Lo =7 (gng"faderGg + 9o fGL GG, + g3 faa GYGY GZGi)

2
gS abe Aa v gs abe v e
= =G GG+ T fua G GGG,

2
= —%f"bc (O"GY — 9"G*) GZG,C, — %f“bcfaderGZGZGf,, (5.85)
son los términos de autointeracccion gauge.
La coorriente de color
oL - oL oL
X ————0V + 0V — oG,
G ICR R (9,7) T 5(0,a2)°"

oci@v”i@“(z)%\lf e (glauea + fachl;ec)
a T, >\fl 1 v a v b pa
o ()T G — GO0 — Gl G0
o — 9“(:,;)%“%\1/ — (G x GY) 67— gia,,(vaea) e (5.86)

S
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Quitando el término con derivada total

_ 1
05" oc — 0%(x) [\Iwﬂ%xp +(G" x G — —8ng”} (5.87)
gs
Eliminndo de nuevo el termino con derivada total, definimos
A\,
Ja = —9s l\lw“?\lf + (G" x Gg)a} (5.88)

Todas las interacciones estan determinadas en términos de una unica constante de acoplamiento
gs. Las autointeracciones gauge pueden explicar aspectos de la interaccion fuerte como la libertada
asintotica, que consiste en que las interacciones fuertes se vuelven mas débiles a distancias cortas.

En términos de indices de color la corriente, y las otras partes del Lagrangiano, pueden escribirse
como

Aa
I = =90 <—) : (5.89)
af

Note que tanto para la Electrodindmica Cuédntica como para la Cromodinamica Cuéantica la corrien-
te ¥y es vectorial. Para las interacciones débiles la estructura es méas complicada y requiere un
conocimiento mas profundo de la ecuaciéon de Dirac y sus soluciones.

5.3.1. Ecuaciones de Euler—Lagrange

Sigiendo los mismos procedimientos anteriores debemos llegar a los siguientes resultados. Para el
campo ¥

(iv"D, —m)¥ =0, (5.90)
mientras que para los campos G*¥
D,G" =J", (5.91)

donde el vector en espacio SU(3) J” tiene las 8 componentes J” dadas en la ec. (5.88). Como G* es
una matrix 8 x 8, la derivada covariante debe estar en la representacién adjunta como en la ec. (3.249).
La ecuacion (3.267) aplicada a SU(3) es por consiguiente

D,G" =9,G" + .G, x G

DG =0,Gh + gs furc G G (5.92)
DuG = O A
hGa" = s | fareGuGE” + 07" (5.93)
donde
7 b v ST l/)\a
Ja = — Ys fachuGg + \Il”)/ E\I/
=—g, |- (G" xGl) + \Iw”ﬁxlf
v)g 2
(5.94)
Como G* = —G"* se sigue que
Avjg =0 (5.95)

y tenemos las ocho corrientes conservadas.
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5.4. Soluciones a la ecuacion de Dirac

5.4.1. Lagrangiano de Weyl
En la ec. (5.17), obtuvimos el Hamiltoniano en ec. (5.26)
H=~(y-p+m)=a-p+0m. (5.96)

Una escogencia particular de las cuatro matrices v*, conocida como la representacion de Weyl, o
representacion quiral, puede escribirse en términos de la matrices de Pauli. Escritas en bloques 2 x 2,

tenemos
0 __ 0 (o)) o 0 g;
v = (Uo 0 i=\_4 o) (5.97)

Con ¢° = 1. Con la matriz de tranformacion

U= % (_11 D (5.98)

podemos obtener la representacién de Dirac, tal que U diagonaliza ~°,

0'0 0 0 g;
o (0 _UO) = <_Ui 0) , (5.99)

En adelante trabajaremos en la representacién de Weyl que en forma compacta es
0 ot
no_
v (5—u 0 ) (5.100)
donde
ot = (0%, 0", 0%, )
" = (0, o', —0? —0%)
(5.101)

Hemos escrito las matrices de Dirac en bloques 2 x 2, y es natural escribir similarmente las cuatro
componentes del campo de Dirac como un par de campos de dos componentes

=)~ (5) (2

Donde 91, r son espinores de Weyl de dos componentes. En la representacién de Weyl el Lagrangiano
se puede escribir como

L =ipy" 0, — mapyp
=i)Ty 0" 0, — mapty e

(0 1\ [0 o 01
=iy! (1 o) <5M U())auz/)—mz/ﬂ (1 0>¢

. a* 0 0
=ik ) (o) () =meed o (3 6) (0)

=i} 0" 0utbr, + ik Outn — m(V] R + Yhr) (5.103)
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5.4.2. Ecuaciones de Weyl

Las ecuaciones de Euler-Lagrango para el Lagrangiano en ec.(5.103), dan como resultado

i" 0,1, — mibg = 0
ia“@uwR - me =0 (5104)

Expandiendo

1000, — 0" by, — mypr = 0
100 + 0 Opbr — mipr, = 0 (5.105)

que pueden escribirse como

i0ptpr — 1o - Vi, —mipr =0
100Yr + 10 - Vipp —mipy, =0 (5.106)

Para el Lagrangiano invariante gauge local U(1) en ec.(5.57), tendriamos

i&“DM@DL — m@/)R =0
iUuDM@DR - m@/)L =0 (5107)

Expandiendo, para D* dado en la ec.(5.56), con ¢ = —e

D, =0, +iqA, (5.108)
Tenemos
(0o + iqAo)Yr — io" (0; +iqA;) by — mipr = 0
i(0p + iqAg) g + ic' (0; + iqA;)) YR — mapy =0 (5.109)
de donde

(Zao — qu)@DL — O'Z(ZaZ — qu)wL — me = 0
(100 — qAo) R + 0" (i0; — qA;)r — my, = 0 (5.110)

5.5. Espin
El momento angular esta descrito por el algebra

Si dos operadores no conmutan no es posible conocer sus autovalores simultaneamente. Sin embargo

~ A

[Li, L*] =0 (5.112)

y por convencién podemos escoger (L.) y L? como los dos observables de momento angular.
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Las matrices de Pauli forman una representacion del dlgebra de momento angular
donde el operador de espin se define como

Sy == (5.114)

Los autovalores del operador de espin son entonces

S, (Z) = (Z) (5.115)

que corresponde a autovalores A = £1/2 con autovectores

| 1) = (é) 1) = (g) (5.116)

que son autoestados de espin up y espin down respectivamente. Una funcién de onda de espin ha de
poder expandir en términos de estos autoestados

) =cail 1)+ el 1) (5.117)

donde |c1]? y |ca|?* corresponden a las probabilidades de encontrar el estado con espin up o espin
down respectivamente. Ademas
len? + Jee? =1 (5.118)

y ¢ es un espinor. La ecuacién de Scrodinger para un espinor es, por ejemplo

i— = Hyp (5.119)

R = @;) (5.120)

con v; las funciones de onda convencionales. Dicha ecuaciéon debe ser invariante bajo rotaciones en
el espacio de espin

donde

)

Yr — Py = exp(z’%ei)wR : (5.121)

Esta es justo las ecuaciones que aparecen cuando se hace m = 0 en la ec.(5.106). Para ¢

~

H=ioc-V=—-0-p (5.122)
con

L = ipho"dbg
= Loy + ik g
— ip}Bothr — iV ho - PR (5.123)
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Como el Lagrangiano debe ser escalar entonces ?ﬂ}go'@b r debe ser un vector en el espacio de espin. En

efecto, escogiendo los coeficientes como
¢y = e 9% cos(6/2)
co = €% sin(6/2)

entonces
le1|? + |ca|® = cicf + cocy = cos?(0/2) +sin?(0/2) = 1.
Para
_ —ipx _ —ipx 1 0 _ _—ip=x
vn =l Dl ) = o () +e ()| =
—i¢/2
_ ipe (€7 C0S(0/2)\ | i
= ( e sin(g/2) ) =€ 1T
donde ,
) = e~%/2 cos(0/2)
—\ e?2sin(6/2) ) -
Tenemos
0 1\ [c
horir = (c] o) (1 0) (C;)
— (4 (D
- (C2 Cl) (Cz)
:cgcl + c{cz
=sin(0/2) cos(0/2)e™" + cos(0/2) sin(6/2)e™
=(e7 4+ €'®) cos(0/2) sin(0/2)
=(2cos qﬁ)% sin 0
=cos ¢sinf
Similarmente

Yhoybr = sin ¢ sin §
Q/J}L%O'g'l/JR = cos f

(5.124)

(5.125)

(5.126)

(5.127)

(5.128)

(5.129)

Por consiguiente 1¢;1) son las componentes de un vector unitario ¥fe1) con angulo polar  y d4ngulo
azimutal ¢. Posibles escalares se pueden construir con otros vectores disponibles, por ejemplo p,

como en la ec. (5.123).

N ipi
o-p=0c-—
p|
=o' cos psinf + 0% sin ¢ sinf + o cos 6
B cos 6 sin f(cos ¢ — isin @)
~ \sinf(cos ¢ — isin @) —cos

[ cosf e ?sinf
“\e?sinf  —cosd

(5.130)
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Pl = (o 0 e ¥sind\ (e 2 cos(0/2)
TP = e?sing  —cosd e'?/2 5in(0/2)

:e_i¢/2< cos e siné’) ( cos(0/2) )

@sing —cosd @ sin(0/2)

cos 0 cos(6/2) + sin 6 sin(0/2)
[sin @ cos(0/2) — cos Osin(0/2)]

(
_W( cos(0 — 0/2) )
(

—e /2

@sin( — 60/2)
cos(6/2) )

?sin(0/2)

—z¢/2

=+ |+)

(El gorro en este caso, significa vector unitario). Decimos entonces que

o - DUr = +e PE4) = g

(5.131)

(5.132)

es un estado de helicidad positiva o derecha. Como o - p denota la proyeccién de espin sobre la

direccién de moviento, para la helicidad derecha, dicha proyeccion es positiva.
Si definimos ademas

donde

entonces

Y = e =)
_[(—e7®?5in(0/2)
=)= €2 cos(0/2) )
Ylo - Py = —(cos ¢ sin b, sin ¢ sin ¢, cos 0)

o pYL = —e PT=) =~y

1 es un estado de helicidad negativa o izquierda. Ademés

donde (—| = |-)T, etc.

(1) = () =1 (=) = (=) =0

5.6. Solucién de particula libre

Consideraremos incialmente dos casos m? > p? y m? < p?.
De la ecuacion relativista

tenemos que para elcaso no relativista m? > p?, podemos tomar p = 0, de modo que

E? =p*+m?,

E’=m?=F=+m

La aparicién de soluciones de Energia negativa. . .

(5.133)

(5.134)

(5.135)

(5.136)

(5.137)

(5.138)

(5.139)
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A p = 0 proponemos las soluciones de energia positiva £ = +m
—iEt —imt —iBt —imt
Y =ure”"" =Y =uge Yr = ugre” """ = uge
En este caso las ecs. (5.106) se reducen a

i0pthy —mipg =0
100 r — mipy, = 0

de modo que para que (5.140) sea solucién, se debe satisfacer que
Uy, =Upr =1U

con

El espinor completo es
o ¢L) __—imt (|+>)
v (wR RS

Pip = iy %% = gl = [H)|4) + ) l+) =1

Con norma
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(5.140)

(5.141)

(5.142)

(5.143)

(5.144)

(5.145)

Para el caso relativista m? < p?, podemos hacer m = 0 y las ecuaciones (5.106) se desacoplan

’éaowL — 10 - V’QDL =0
100g + 10 - Vo =0

Proponemos como soluciones de energia positiva

i(p-x—FEt) p-x—FEt)

VY =ure PT =1 = uge Yr = uge P* = upge'l

reemplazando en las ecs. (5.146) tenemos

Eyp+o-pyp =0
EYr —o-pYr =0

De modo que para que las ecs. (5.147) sean solucién se debe satisfacer que
p
o — —
E¢L Ur
p
g - — =
E¢R Yr
pero de la ec. (5.138), tenemos que para m =0, £ = |p|, y p/E = p/|p| = p. Entonces

o-pYr =Y
o - PUr = VYR

(5.146)

(5.147)

(5.148)

(5.149)

(5.150)
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Comparando con las ecuaciones (5.132) y (5.136) vemos que para las soluciones de energia positiva
g, corresponden en efecto a estado de helicidad derecha e izquierda respectivamente. Explicita-
mente

o-pYr=e "o p|-) = —e P =) =~y (5.151)

El espinor de cuatro componentes para la solucién de energia positiva es

Y= Cﬁ;) —e G;;) (5.152)

b =t = iy

=(+|=) + (=) =0 (5.153)
Es convencion escoger la normalizacion del espinor de Dirac tal que
uu = 2m (5.154)

que de hecho es cero cuando m = 0.
Para las soluciones de energia negativa tenemos

~

Y =ure

~

i(p-x+Et) Vp = uge'P*TED (5.155)

Para explorar las caracteristicas de esta soluciéon podemos reemplazar en la ec. (5.148) £ — —F,
p — P, de modo que

o plp =+
o Plr=—nr (5.156)
De modo que la antiparticula de una particula de helicidad izquierda tiene helicidad derecha. Dentro
de los errores experimentales actuales se puede afirmar que en la naturaleza solo se ha observado el
neutrino izquierdo y su correspondiente antineutrino derecho.
Para m # 0, tenemos de la ecs. (5.106) y (5.147) (ver ec. (5.148))
B + o - pyr = mir
EwR — 0 - p¢R = me (5157)
Entonces

(M) T
m

<E—"‘P) n = . (5.158)

m
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En este caso sin embargo, la helicidad no esta bien definida y sélo podemos afirmar que 1y, corres-
ponde a la solucion que tiene mayor probabilidad de ser izquierda que derecha. Para calcular dicha
probabilidad es necesario especificar los espinores uy g (ver [2], Capitulo 6). El resultado es que la
probabilidad de que i sea derecho se obtiene de

1 v +|Yr) v —c (relativistic)
o- =+= (1 + —)
Plvr) 2 c Wr) = {+%|¢R> v — 0 (non-relativistic)

o plin) = —5 (1= 2) ln) (5.159)

mientras que la probabilidad de que sea izquierdo se obtiene de

o -plm) = +5 (1-2) )

o plyr) = —% (1 + %) [VR) (5.160)

Si en un decaimiento 3 solo se emiten electrones izquierdos, el grado de polarizaciéon del electrén
emitido es, usando la ec. (5.160)

(rlo - plr) + (o]0 - pliL) =+ % (1 - %) ! (1 + 9) = —% (5.161)

El grafico de polarizacién versus —v/c, [2] (§9.1), debe corresponder a una linea recta de pendiente
45°. Si sélo se emiten electrones derechos seria

1095093 o

Mientras que si se emiten por igual electrones derechos e izquierdos la polarizacion total seria cero.
Las soluciones en ec. (6.6) puden ser intercambiadas por ¢, — —1r. Esto se puede ver como una
transformacién de paridad definida por

r— —r t—t Uy, — YR. (5.163)
De aqui el nombre de la transformacion. Como p = —iV y L = r X p, entonces
p— —p L—L, (5.164)

Entonces es de esperarse que el momentum angular intrinseco, transforme como el momentum an-
gular, y

S—S= oc—o. (5.165)
Bajo la transformacion de paridad
p— —p oc—o YL <Yr, (5.166)
Las ecuaciones (6.6) quedan invariantes. Ademds bajo dicha transformacion
o9, =0’ +0-V -0y -0 -V =5", (5.167)

de modo que el Lagrangiano correspondiente, dado en la ec. (5.103) también es invariante bajo la
transformacién de paridad

0“8M —><’7“8ﬂ wL <—>’¢R (5168)
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5.7. Limite no relativista en presencia de un campo electro-
magnético

En el limitie no relativista, la ecuacién de Dirac en presencia de un campo electromagnético
(electrodindmica cudntica en la seccién 5.2) debe contener la ecuaciéon de Scrodinger en presencia de
un campo electromagnético. Combinando las ecuaciones (5.110) tenemos

(100 — qAo) (V1 + Yr) — 0'(i0; — qA;) (Y — Yr) — m(Yr + Yr) =0
(i0y — qAo) (V1 — Yr) — 0 (i0; — qA) (YL + Yr) + m(y¥r — Yr) =0 (5.169)

Esta forma es 1util porque de la solucion de particulas libre esperamos que v, — ¥r sea pequena.
Como antes prongamos como solucién

by =uge P* br =uge P (5.170)

Para solucionar este sistema de ecuaciones acopladas definimos

¢ =™ +vr) = (Y +¢r) = e ¢
X =" —Yr) = (Yr —r) = e (5.171)

donde

¢ :eimt(wL + wR> _ eimte—i(Et—p-m) (uL + UR) _ ei(m—E’)teip-x(uL + UR)

X :€imt(¢L . wR) _ eimte—i(Et—p~:c) (UL . UR) _ ei(m—E)teip~:c(uL . UR) (5‘172)
Reemplazando (5.171) en eq. (5.169)

e me + (i10y — qAo)¢ — o' (10; — qA;)x — me] =0
e [mx + (10 — qAo)x — 0" (i0; — qAi)p +mx] =0 (5.173)

de donde
(i — qAg)p — 0'(i0; — qAi)x = 0
(i0y — qAg + 2m)x — o'(i0; — qA;)p = 0 (5.174)
Para una solucién y o< e!("F=P*) dentro de un sistema atémico, tenemos
(100 — qAo + 2m)x = (E — ¢V +2m)x (5.175)

Para los potenciales de coulomb atémicos ¢V = gAg ~ 10eV | y como m = 0.5 MeV para el electrén,
entonces
(i0o — qAo + 2m)x — (i0y + 2m)x (5.176)

de la ec. (5.172) tenemos

(100 4+ 2m)x = [(E — m) + 2m]x (5.177)
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En el limite no relativista de |p| &~ 0 ( estamos en la solucién de energia positiva), de la ec. (5.138)
E~+my E—m =0, entonces

(i0p + 2m)x = 2mx (5.178)
Reemplazando en ec. (5.174)
1 .
entonces 9
“6=H 1
ia,®=H¢ (5.180)
con

~ . 1 .
Hop = qAgp + o' (i0; — in)%U] (10; — qA;)¢
1 . »
= %al(zai — qA;)0?(i0; — qA;)d + qAod

1 . .

=5 [(—alaj&ﬁj +¢*0'0? AjAj) ¢ —iqo' o (0;A;) b — iqo'o? A0 — z'qaZU’Aiﬁjgb] + qApp

Usando las propiedades de las matrices de Pauli en ecs.(3.173) y la ec.(5.33), que para A" = " es

=Y 0 (5.181)
tenemos
~ 1
o = 5 {[~(0- V) + (o - A6 — ig{o", 0"} 4,0,6 — g0’ o) (0,4,)0} + ¢ o0
1
=5 {Z[—@f + ¢* A2 — 2iq0;; A;0;0 — iqlieno™ + 6:) (D A; )¢} + qAod
1 . . :
= om {Z[—f?f + ¢* A?)p — 2iqAidip — iq(0;A;)p — qak(eijk&-AJ)qﬁ} + qAyo
Como
= (—0,0; + quiAi)¢ —1q(0;A;)p — iqA;0;p — iqA;0;
= (-0 + *A})¢ — 2iqAi0;¢ — iq(0;A) (5.182)
Entonces

o= {(iV +qA) — 0" (V x Ao} + gAod

2m
[ (iV + gA)? + qAy — (%) : B] é (5.183)
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En ausencia del campo electromagnético recupermos la Ecuacién de Scrhonger para una particula
libre como era de esperarse. Sin el tltimo término (¢or/2m) - B, seria el Hamiltoniano de Scrodinger
para una particula cargada en presencia de un campo electromagnético. El término adicional es
interpretado como la energia en un campo magnético, de un momento magnético intrinseco asociado

con un particula de Dirac. Definimos entonces el momento magnético intrinseco como (¢ = —e)
eo
He = —5—
‘ 2m

(5.184)

donde hemos recuperado el factor iy definido el factor—g [26], g. = 2. Se define el momento magnético
anémalo del electron como

e — 2
a, =" (5.185)
2
de modo que a, = 0. Sin embargo experimentalmente a, ~ 1073
a. = 0.001 159 652 1859(38) (5.186)

Después de la segunda cuantizacién, se pueden realizar correcciones perturbativas al valor calculado
anteriormente de g.. Dicho calculo ha sido realizado a cuarto orden en teoria de perturbaciones
coincidiendo con el valor experimental hasta la décima cifra significativa. Este tipo de comprobaciones
entre teorfa y experimento ha llevado a considerar la Electrodindmica Cuantica (QCD) como la mejor
teoria que se halla construido para describir la naturaleza.

5.8. Fermiones quirales de cuatro componentes

Los fermiones izquierdos y derechos pueden ser escritos en terminos de espinores de Dirac como
Wy Wy 0 -~ -
v (@DR 0 VYR Yot vr ( )

o = (‘01 (1)) | (5.188)

En la representacion de Weyl

Podemos definir

pp=1t5 _ (O 0) . (5.189)
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e (2)-(5)-=

Prip =t . (5.190)

De modo que

En adelante omitiremos las tildes sobre los espinores de Dirac {EL, R-
Las matrices P, p tienen las propiedades

PL+Pp=1 P!p=P pPrr="Prr
PLPr =0 Plp=Prr. (5.191)

Usando la ec. (5.50)

1?757M:7u1i75

=~"*P 5.192
5 9 7V IR,L ( )

Ppry" =
Para escribir el Lagrangiano en término de los nuevos ¢, p debemos tener en cuenta que

U= (Prat)’ =" PLey’ = ¢ Prp = ¢ Pr (5.193)

L =iy d1p — mypip
=it)(Pr, + Pr)y" 0,00 — mip(Pp + Pg)t
=it) PLy"01p + it Py 0,10 — map PLip — map Prp
—it) P Ppy"0,1p + it PR Py 8,00 — map PL Py — map PrPri)
=it PLy" 0, Prip + it Pry" 0, Prip — map PPy — mip PrPrip
=ipp Y O, r + WY 0L — m(YrYL + YrLR) - (5.194)

En términos de espinores de izquierdos y derechos de cuatro componentes la transformacion de
paridad

t—t X — —X V1, =Yg, VR — Yy, . (5.195)

da lugar a
L — L =ippi*0ubr + W30, — m(Yrr + L) (5.196)

donde 4# = UA*UT, con U = ~°. Como las dos representaciones dan lugar a la misma fisica, podemos
decir que el LAgrangiano en términos de espinores L, R de cuatro componentes es invariante bajo la
transformacién de paridad.

La existencia de ambos espinores 1, p garantizan que el Lagrangiano de Dirac es invariante bajo
la transformacién de paridad.

La corriente de la electrodindmica cudntica en ec. (5.61) (o la de la cromodindmica cuéntica,
ec. (5.89)) conservan paridad ya que, siguiendo los mismos pasos que en la ec. (6.15)

Uy = by + YRy Ur - (5.197)
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Si para alguna particula, como es el caso del neutrino, no existe la componente derecha, entonces la
correspondiente interaccién vectorial viola paridad y no puede tener interacciones electromagnéticas
ni fuertes, es decir, no se acopla con el ftén o los gluones. Ademéas dicha particula no puede tener
masa de Dirac. En el caso del neutrino esto se entiende pues al no tenr carga eléctrica solo reuiere
dos grados de libertad independientes.

De otro lado, si una determinada interaccion, como es el caso de la interaccién débil, solo participa
la componente izquierda de la ec. (5.197), estd corresponde a una interaccién del tipo

YY" = Y Pry" Prap = y* Prap
_ 1—
=Py ( 2”5) ¥

(=)0, (5.198)

que de acuerdo a la asignacion en la Tabla corresponde a una corriente V—-A.

5.9. Problemas

1 Calcule la dimension del campo

2 Demuestre que para una transformacién SU(3). global, los estados B y M en la ec.(5.64) son
invariantes. Es decir, son singletes de color (ver [2] §16.2)

3 Lagrangiano de Weyl.

a) Demuestre que ¢25”¢L = —@DLU”@DE

b) Definiendo ¢ = ¢y, y X = 1, demuestre que hasta derivadas totales
L =ic'a"9,6 +ix'a 9, x — m(Ex + 1\ (5.199)

De modo que el Lagrangiano para un fermién de Weyl, ¢y, no masivo puede escribirse
COmo

L = ity "0, 1bw (5.200)



Capitulo 6

Modelo Estandar

6.1. Interaccién Electrodébil para leptones

El Lagrangiano de Dirac para la primera generacion de leptones representados por los campos ¢,
Y Yy, €8

L = iepin"0uer + tegiy"0yer + gy 0, v + iRy O, VR

—me(erer + €rer) — my,(VLVr + VRvL) (6.1)
donde
Ve =€ =ep + er, Y, = Ve =vp+VR. (6.2)

Este Lagrangiano debe dar cuenta de las caracteristicas de las interacciones débiles.

Corrientes V-A

En dichas interacciones solo participan las partes izquierdas de los campos. Esto nos permite
prescindir del vg, pues no tiene cargas débiles, fuertes o eléctricas

L =iegy"0uer, + iegy! o er + ivpiy 0, v, — me(erer + €rer) (6.3)

Simetria global SU(2); x U(1)y

En el contexto de las interacciones débiles un e; es completamente equivalente a un campo vy.
Es decir, el Lagrangiano debe ser invariante bajo una transformaciéon SU(2); de esos campos. La
diferencia entre ellos son sus respectivas cargas electricas y sus masas. Asumiendo que ambos campos
tienen la misma hipercarga, podriamos esperar que la corriente electromagnética apropiada puede
obtenerse a partir del Grupo semisimple SU(2);, x U(1)y. Ademés las respectivas masas se podrian
obtener a partir del mecanismo de Higgs. De hecho, definiendo el doblete

L= (Z i) : (6.4)

135
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este transforma bajo SU(2), como
L — L' =exp(iT"0;) L ~ (1 +iT"6;)L
i i 61—
(V/L) ~ 143 5\/5 (#) (VL)
e %’ﬁ(el\%az) 1— il
. 1+ % %\/§¢9+ vy,
C\GV200 1-id ) \es

_ ((1 + v+ %\/§6+eL)
(1—%) 6L+%\/§9_VL ’

L

(6.5)

Claramente el término de masa m, en la ec. (6.3) no es invariante bajo esta transformacién. El
Lagrangiano en la ec. (6.3), sin término de masa, puede reescribirse de manera que exhiba de forma
mas explicita la invariante bajo SU(2). como

L=ily9,L+iegy Ouer, (6.6)
donde, bajo SU(2), er transforma como
en — e = en. (6.7)

Para que el Lagrangiano en la ec. (6.6) sea invariante gauge global bajo SU(2); x U(1)y, se debe
satisfacer la relacién de Gell-man—Nishijima (3.224)

01— (%)~ v ()

—5+Y)eL
Q632—16R2Y6R:YR€R, (68)
de modo que
1
Y, = —3 Yr=—1. (6.9)

Concluimos que para que la simetria gauge local bajo SU(2);, x U(1)y sea exacta se requiere que la
hipercarga Y de ambas componentes del doblete sea la misma y que ambas tengan masa cero. Para
tener un modelo consistente debe existir un mecanismo para generar la masa del electron.

Simetria local SU(2); x U(1)y

Para que las cargas de isospin débil se conserven localmente debemos cambiar la derivada normal
en el Lagrangiano (6.6) por la derivada covariante de SU(2); x U(1)y

o — DF = 9" —igT'W} —ig'Y B*

(o~ igT{W? —ig'Y B, IV, (6.10)
9V, O +igTyW2 —ig'YB, |~ '

y el Lagrangiano

L =ily"D,L+iegy"Dyeg — sWI"W,, — 1B" By, , (6.11)
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es el Lagrangiano invariante gauge local més general posibles para los campos ey, g, v, W/}, y B".
De acuerdo a la ec. (3.191)

VVZHV _ auWiV . OVVVZ-” + gel]kM/]qu;/ (612)

Para escribir el Lagrangiano en una forma compacta, debemos introducir una convencion: siempre
que los términos de D* actiien en un estado fermiénico de forma matricial diferente, el resultado es
cero por definicién. Asf el resultado de hacer actuar T*W} sobre el singlete bajo SU(2)y, eg, es cero.
Note que

DM6R = (8u — z’g'YRBu)eR . (613)

En la secciéon 3.6 vimos que para tratar consistentemente el electromagnetismo conjuntamente con
el grupo gauge local SU(2), era necesario suponer inicialmente la existencia de un bosén gauge B*
asociado a un grupo U(1l)y en lugar del A* electromagnético asociado a U(1)g. El A* se puede
obtener posteriormente a partir de una combinacién lineal apropiada de B* y W' el boson gauge
diagonal de SU(2).

Mecanismo de Higgs

Como los bosones gauge W/ deben ser masivos para dar cuenta de que la interaccién débil es
de corto alcance, el Lagrangiano en ec. (6.11) debe ser complementado con un potencial escalar
apropiado que pueda dar lugar a una ruptura espontanea de la simetria. De acuerdo a la discusiéon
del Capitulo 4 la escogencia minima es introducir un doblete escalar complejo

b — (f;) . (6.14)

L =ily"D,L +iegy*Duer — sWIW,, — 1B B, + (D, @) D'® — 1> 0T0 — A(®T®)* | (6.15)

Entonces

donde ;2 <0,y A > 0.
Los términos bosonicos en la ec. (6.15), ya fueran analizados en la seccién 4.4, eq.(4.41).

Lagrangiano de Yukawa

Para los campos del Lagrangiano en eq. (6.15), debemos asegurarnos de que todos los términos
invariantes gauge locales y renormalizables sean considerados. De hecho un término de interaccién
entre fermiones y el campo escalar, correspondiente a una interaccion de Yukawa, resulta ser inva-
riante gauge local. Incluyendo dicho término en el Lagrangiano invariante SU(2);, x U(1)y para los
campos e, vz, Wi, B, y ® tenemos

L :ifv”DuL +iegY"Dyer
— h L®ep — heg®'L
— {W W, 1B B,
+ (D) DD — 1 2DTD + \(DTD)2. (6.16)
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Bajo una transformacion gauge local los campos transforman como:

D,L — (D,L)" = exp (—iT"0; — iY;) D, L
DueR — (DHeR)’ = exXp (—’LYR) DHeR
® — @' = exp (—iT"0; — iYp) P, (6.17)

Y la accién determinada por el Lagrangiano en ec. (6.16) permanece invariante bajo SU(2), x U(1)y.
Parte de los términos del Lagrangiano ya han sido analizados en el Capitulo 4.

Gauge Unitario

Para obtener el espectro después de la ruptura espontanea de simetria es conveniente usar el
Gauge Unitario para reescribir el campo de Higgs como en la ec. (4.48)

P — (L[H&) H]) | (6.18)

Usando los resultados de la seccién 4.4 tenemos
Lyws = (D'0) D,d — 2010 — ) (d1)
:%8“H0MH —V(H)
- 292W“_W:H2 + %vg2W“_W:H

1 2 2
+—< J )Z“ZMH2+< J )UZ“ZNH

2 \ 2cos By 2 cos Oy,
1 1 1
+ 5nfaivvw—wj + 5m%vvw—wj + §m2ZZ“ZH : (6.19)
donde:
V(H) =imj H* + AH® + 1 H*
1, m? 1m?
——m?H*+ 234 gt
PR R PR DN
1 5 H H?
=—myH*|1+—+—|. 2
5 ( t ot (6.20)
con
my = —2u* = 2 0% (6.21)
w3 cosby sinfy\ [(Z
p\ — p
(Bu) (— sin Oy, cos GW) (Au) ' (6.22)
tal que

gsin Oy = ¢ cos by = e. (6.23)
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gvu My
== 6.24
mw 2 "z cos By ( )
Entonces
1
Luwns zia“HﬁuH —V(H)
g2
+ my WHWE + F(%H + H)WHWf

1 1 qu 2

zrz, 20H + H)Z"Z

- QmZ o0 202 <200s6’w) (20l + H) 202,
2

:%aﬂHauH —V(H) +m3y (1 + 2E + i) WH=W." + ;mz (1 + 2H + E) AV
(6.25)
Ademas
Liwn :ifv”DuL +ierY"Dyer (6.26)
Donde, usando el mismo procedimiento se obtiene el resultado anédlogo para la ec. (3.226)
Lowp = iLy"[0, —ig(T'W, + T*W?) —i(gT°W;} + ¢'Y B,)|L + iegy" (9, — ig'Y B,)er  (6.27)

Ya que

1 0 Wl —iWw? V2 (0 Wi
1’[7[71 21”72 - m m w
r # r me2 (W;} —z'WE 0 ) 2 (W‘ 0 ) (6'28)

B o o (0 W (v
Lywp =0, v, +iegy"Ouer, + iegy"Ouer + % e o) (W_ Oﬂ ) (62)

4Ty (g73W3 + g’YBH> L + ¢'exy"YrBuer (6.29)
usando ec. (6.22)

Lywp =y o,vr + ey 0,e + ecW, v+ V_LW:eL) +

I
V2
TA* [ Sro(ew Zu + swAu) +g'Y (—swZ, + cWAH)} L+
g @’YHYR(—S[/{/'ZH + CwA“)eR

% (ezW, v + W, er) +

LA* [(%Tg —g SWY> Zy, + (gTWTg +g CWY> A ] L

— g’swﬁy“YRZueR + g Cwﬁ’)/uYRAueR (630)

=iy o v +iey'o,e +

usando ec. (6.23)
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L :z'u_Lv“@uyL + z'év“@ue + 9 (QWH_I/L + V_LW:(JL) +

V2

2
LA* gc—WTg — gS—WY LZ, + eL~* (E + Y) LA,
2 Cw 2
Sty _
- gc—eRYReRZM + 66RYR6RAM
w

=iy o vy + eyt o,e + 9 (GWH_I/L + I/_LW:eL) +

V2

iffy“ (c%VB - S%VY) LZ,+ eLy"QLA,

Cw 2

st .

C—6R7”YR€RZM + eerY"' Qeer Ay
w

-9

=iy o vy + eyt o,e + 9 (GWH_I/L + I/_LW:eL) +

V2
+ eqqueeLAu + 6@@66314“
[ T3

Ty" [(1 —sh) 5 - sivy} Lz, — —*

+

— 2
eR’VuSWYReRZu

Swew Swew

=ivp MO, + ieytoe + % (EWH_I/L + I/_LW:eL)
+ €ePry"' Q. PreA, + eePrQ.PreA,
" [— . } LZ, —
Swew Y B s @ 0

:iﬂ’yuﬁuVL -+ iéy“aue -+ i (QWM_VL -+ EW;eL)

V2

_l_

2
erY" sy YrerZ,
Swew

+ ee"'QeeA,
+ QS;CWZW (75 = 2Qs8] L2, = 52" 25ty Qeen (6.31)
De modo que
Liwp = iey"0,e + i " Opve + Lee + Le (6.32)
donde
L =eJi A, + 5 cos Oy St Oy JcZ, (6.33)
donde ahora
JEy = ey'Qe = —eyte (6.34)
y
Tie= Y Uy (77 —2Qsin’Oy) . (6.35)

U=L.ep
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En términos de los ferminones usuales

o =L [7'3 — 2@5%1,} L—

23WCW ER7Y SWQeeR

. 1 0 vy, _ 2
= (I/L eL) ”y“ (O 14+ 28{2/{/) <€L) + 6R7“2SW€R
=vy"Prv +ey" (=1 + 2syy) Pre + ey*2sy, Pre

1 1— 1
=vyH (— — E) v—+eyt (—1 + 28%4/) ( 2%>e +€7”2312,V( +75)e

2 2 2
1 1 1
=vy* (5 — %) v+eyt (—5 + 253, + 575) e (6.36)
T =D vy —aps)f, (6.37)
f=e,ve

donde 2v, = —1 + 4sin® Oy, 2a, = —1, v,, = a,, = 1.

Igual que en el caso de SU(3)¢
g
NG
:% [é’)/‘u(l — ’}/5)V6WH_ + 176’)/“(1 — ’}/5)6W:] (638)

»Ccc === [quuVLW‘u_ + W’Y“QW:}

DO

[\

Para el término de Yukawa

ﬁfH :he (Z@eg + %@TL)

he
=—7= (ezer + eger) (H +v)

V2

— e _—
=meee + —eeH

V2

=mecee + m.ee—
v

H
=m.ee (1 + —) : (6.39)
v
donde 5
U
) 6.40
o (6.40)
De modo que el mismo mecanismo que da cuenta de la masa de los bosones gauge, da cuenta de
la masa de los fermiones y entrega una interaccién con la que se puede comprobar experimentalmente

el modelo. Encontrar estas interacciones del Higgs con los fermiones y con los bosones gauge es el
principal objetivo del LHC.

Como se vio en la seccién 4.4 los términos cinéticos de los bosones gauge se pueden escribir en
’ . :l:
términos de W* Z, y A,,

me =

Lwp=— iWiWWéV — iB‘“’BW
=—2F"E,, — 12" Z,, — %(FVTV)W(FW)W —Ls— L, (6.41)
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donde
(Fw)u = 0,W,7 = 9,W; (6.42)

y L3y L4 estan dados en [18]

Ly = — iecot Oy [(FJV)“”W:Z,, — (Fw)"™W; Z, + W;WJZW}

_je [(FJV)WW:A,, — (Fw)"™ W A, + W,;WJFW} , (6.43)

2

€ -\ 2 —1/vV— 2 2 - v — v
Li== oo (W W)t WEW W W | = e oot by (W W 2,27 — W Z0W 2)
— e’ cot’ Oy (2WIWHTAZY =W AW, 2V — W, Z1W, AY)
— e (WIWHTA A" = WEAMW, AY) . (6.44)

En resumen el Lagrangiano invariante gauge local bajo SU(2), x U(1)y dado en la ec. (6.16),
escrito en el gauge unitario es (f = e, v,, y tal que para f = v,, f' =e¢)

Low =Y if ("0, —my) f = FF" Fuy = 52" Zy = 5(F )" (Fw) + 50" HOH

H H? 1 H H?
— —m% H? (1 +—+ —) + (m%VW“—W; + imQZZ“Zu) (1 +2-+ F)

v 4v?

£t € £ _
+6;ffy QrfAu+ 2 cos Oy sin Oy ;JW (Uf af%)fZ“

9 Fak(1 — "t my g
+2\/§ [};fy (1 —75) f' W, +hec +; LrrH

— e cot Oy [(FVTV)“”W:Z,, — (Fw)"™W; Z, + W;WJZW}

e [(FJV)WWJAV — (Fw )W, A, + W;WJFW}

2

(& —\2 —Trrv— - v — v
- ST (W W) — WEW W W] = e eot? by (Wi W™ 2,27 — W Z0W,; 27)
— e cot? O (2W ITWHTA,Z0 — W EAMW, 27 — W EZH W, AY)
— e (WWHTA A — WiTAMW, AY) | (6.45)

donde m,, = 0.

6.1.1. Dispersién electron—neutrino

Comparando con el Lagrangiano efectivo de la dispersion v, + e~ — v, + e~ se obtiene

~1/2
v = (ﬂ GF> — 246.2 CeV. (6.46)
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6.2. Modelo Estandar

6.2.1. Primera generacion

Introduciendo los quarks u y d, tenemos como contenido de particulas

« ua a (6%
=), @ (6.47

donde « es el indice de color. Productos del tipo uz%uf seran denotados simplemente como uwruy,.
Ademés

vy =P, er,r =Prre
Ur, R :PL,R u, dL,R :PL,R d. (648)

Como antes, el término Q® es invariante bajo SU(2).. Hemos mostrado en problema 3.6. que si QP
es un invariante SU(2), el término ®TQ) también es un invariante de SU(2). Explicitamente

O1Q =(im®*)'Q
0* \ T
-(%) e
U

— (¢0 _¢+) (di)

=¢"ur — ¢7dp,

=€12Q1 Py + €21Q2 P

=€ap@a Py - (649)

Bajo una transformacién SU(2),

ZI;TQ - (EITQ/ = eabQ;<1>§, =€ UacUpa@Q: Py
=c€.q det UQ. Dy
=€cdQcPa
='Q. (6.50)

Las hipercargas se obtienen de

VR
| o
X
© S
<
S~
J}
&I
+
S
/I'\
<
S s
~
I

() e

Entonces 1
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Bajo hipercarga

@(I) _>6i(1/3)a@(1)
dfQ —e?Ppt(Q (6.53)

Entonces podemos construir los invariantes bajo SU(3), x SU(2), x U(1)y como

Lyukawa =haQ®dg + h,iz®'Q + h.c
—hgQ¥dp + h i Q + hedr® Q + h,QPug
—hgQ®dp + h,QPug + h.c (6.54)

Recuerde que Q®dg = Q,PdS%. El Lagrangiano invariante gauge local bajo SU(3).x SU(2), x U(1)y
es entonces

L=i >  UyDY

V=L.er,Q,ur,dr
— (heféDeR + hd@q)dR + huééuR + hC)
AW, - BB,

+ (D, @) D'd — ;20T + \(DTD)%. (6.55)
Donde
A T .,
DH = oH — zgngZ - ZgEWZ-” —ig'Y B*. (6.56)

En el gauge unitario

(H(x) +v) (6.57)

L
I
A~
Sl
o
N
=l
I
A~
S
=
=SS
+
E
~
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f=] u | d | ve | e
205 | 1= %sin2 Ow | =1+ %sin2 Ow | 1| —1+4sin®0y
2ay 1 -1 1 —1

Tabla 6.1: Acoplamientos de corrientes neutras
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y utilizando los resultados para la Cromodinamica Cuéntica de la seccién 5.3, el Lagrangiano para
.f = Veaeauada q:UadY f/ =€ (d) para .f = Ve (U) €8

Lo = 30 (60— mg) f = P By = 32 2,0, = H(EY ) () —
f

1 ou 1 2 2 H H2 2 w=Yx/+ 1 2 71

1 v a
ZGa GW

H H?
alt )
v v

+gszqv( )unerv“@ffA QCOSQWMWZm vy = ays)f 2y

[ny (1 =) f' W, +he

+Z fffH

e cot by [(FVTV)WW;Z,, - (FW)WW;ZV + W;WJZW]

e [(FJV)WW;AV — (Fw)"™ W7 A, + W;WJFW]

62

 2sin? O

(W)’

—e%cot? Oy, (QW:W“_A,,Z” —

— e (WIWH"A A" —
1 ~ ~
(gng” faaeGLGS + go [ GLGLGS,, + g2 f*° fadeG’gGZGZGi) :

4
donde

e

WrAMW, 2" —
W,FARW,AY)

Y= Gl - 0 G

Wi ZrW,; AY)

En la tabla 6.1 se muestran los acoplamientos de las corrientes neutras.

6.2.2.

Dinamica de sabor

— WIWH WY | = e cot? O (W W= 2,2 — Wi 2P W 27)

(6.58)

(6.59)

El Modelo Estandar esta compuesto de las siguientes tres familias de fermiones ¢ = 1,2, 3. A cada
familia se le asigna una carga de sabor diferente

Con

(v
n= ()

yn
n= ()
225

a-(i) o

(0%
2 a
ST

_(
== (%)

Qs =

6%: €R, MR, TR
(t%) i
o Up . UR, CR, tR
bL
dZR : dR, SR, bR . (660)
2 1
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De los procesos entre familias, es decir de cambio de sabor, sabemos que
= No se han observado procesos de corrientes neutras que cambian sabor.

= Los bosones gauge cargados Wj decaen siempre a leptones de la misma generacion y con la
misma intensidad.

Proponemos entonces el Lagrangiano
L=i Z <@;7uDNQ; T ZZVMDML; +er" V" Duer” + @/iVMDudR/i + ﬁ'iv”DuuR/i>
— (2T ek, + h2Q.0dy, + WG Dug) + h.c)

— {WW,, 1B B,
+ (D, @) D'D — ;20T + \(DTD)2. (6.62)

Para aclarar la notacién, obviando de momento la definicién definitiva de h;; y las primas sobre los
campos, consideremos el Lagrangiano de Yukawa para el sector down

L DhDdp;®'Q; +h.c

Dhi’é%ﬁabéa@? + h.c

Dhﬁ eab%?gf)“Q?a +h.c

ShDea(dly,) 10 QL + hic, (6.63)
donde 7, a, «,n son indices en los espacios de familia, SU(2)., SU(3). y de Dirac, respectivamente.
Por ejemplo el primer termino de la sumatoria

1 ~
£ o0 (k) 7672 @y +
ShPdg o™ dy + ... (6.64)

corresponde a la interaccién de Yukawa del quark down rojo (r) con un campo escalar complejo

neutro en carga eléctrica pero de isospin débil 1/2. En forma compacta la primera expresion en la
ec. (6.63) puede escribirse como

£ > dzh?o'Q + Q. oh” d, (6.65)

Retornado a la ec. (6.62), tenemos que para definir apropiadamente la masa de los quarks, rotamos
de los autoestados de interaccion a los autoestados de masa con la matrices unitarias

dri’; = (Vip)ik driy, iy = droy (VP (6.66)
Tal que

(VR[,)LT)U(V}%,)L)M = ik (VLDT)kiMi?(VRD)jl = my 0 (6.67)



6.2. MODELO ESTANDAR 147

Con definiciones similares para los campos u; y e;.

Dy
»CYukawa DE;LdR,‘
N
T
- T
=dp (VP )M (V) jidr
=drmy Srdr;
:m]?d_Ldek (6.68)
Para las diferentes combinaciones de términos de corrientes
urydy; ZU_LW”(VLUT)M(VLD)udLl
=Viuriydr,
vriver; =v*(VE)ijer;
=, (V)i ew,
:ﬂjfy“eLj (669)
Donde hemos definido la matriz de Cabibbo—Kobayashi-Maskawa (CKM) como

v =vvp
VIV =VPVIVEVE = 1= 3 VIV =00 = Y ViV == DIVl = DIV =1
J J J J

(6.70)

y los autoestados débiles de los neutrinos como
.I>
vi; = (Vv (6.71)

Con esta definicion, las corrientes débiles cargadas para los leptones siguen siendo universales. Simi-
larmente

) [A— Ut U
ULﬂ“ULi :ULW“(VL )ki(VL )z’luLl
=0 ULy UL,

De modo que todas las corrientes neutras permanecen universales después de la redefinicion de los
campos fermiénicos. A éste resultado, basado en la unitariedad de las transformaciones biunitarias se
le llama Mecanismo GIM. En muchas extensiones del Modelo Estandar las matrices que transforman
los fermiones a sus autoestados de masa no son unitarias y dan lugar a corrientes débiles neutras que
cambian sabor (FCNC de sus siglas en inglés). Este tipo de procesos sin embargo, aun no han sido
observados.
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Teniendo en cuenta estos resultados podemos escribir finalmente el Lagrangiano completo del
Modelo Estandar en la Gauge Unitario, para

.f :VE7VM7 V7'7e? M’T?u7c7t7 d787b; q :u7 C? t7d? s? b; l :6’M?T (6'73)

Lon =Y if (740, = my) f = $F* Fy = § 2" Zo, = H(F)" (B ) — 1G1 G,
!
1 H H? 1 H H?
1 2 2 2 — + 2
+ 0" HOLH — gmiy H (1 ot 4—712) + (mWW“ Wi+ imZZ“ZM) <1 +2-+ F)

+gquv< )qG“Jrerv Qrf A, + 2cos9Wsm9WZf7 v — ag75) f 2,

> o1 =)W, > Viunt (1 — 5)d W, + hee +Z fffH

]

g
_l_ =z
2v/2 [
—iecot by [(FJV)WWJZV — (Fw)™ W, Z, + W;WJZW}

e [(FJV)WWJAV — (Fw )™ W, A, + W,;WJFW}
62
 2sin? Oy
— 2 cot? Oy (2WWHA, 2" — WHAPW, 20 — Wi ZMW; AY)
¢ (WHWH= A, A" — Wi AMWV; AY)

1 ~ ~
1 (9.6 GLGE + 9. f GGG, + 62 £ G GLGUGE) (6.74)

(W, W) WEWE W W] = e eot? by (Wi W™ 2,27 = W Z0W,; 27)

donde m,, = 0.

6.3. Fenomenologia Electrodébil

El Lagrangiano del Modelo contiene los parametros g,, g, sin 0y, v, my. Alternativamente uno
puede escoger como parametros, en lugar de g, sin Oy, v [7]

Gr = 1.166371(6) x 107° GeV 2
™! = 137.035999 679(94)
my = 91.1876(20) GeV
as(myz) = 0.1176(20) . (6.75)

donde «; = ¢g?/(47). Esto tiene la ventaja de usar las tres cantidades experimentales mejor medidas.
Las relaciones

2
miy 9 T

miy, sin? Oy =

my’ V2Gr

sin? Oy =1 — (6.76)
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determinan entonces

sin? Oy, =0.212
my =80.94 GeV (6.77)

Si se usa a(Mz) ~ 1/128 entonces

sin? O =0.233
my =79.84 GeV (6.78)

Los valores medidos son sin? fy = 0.23149(13), my, = 80.398(25) GeV, y pueden ser reproducidos por
el modelo estandar una vez se tienen en cuenta correcciones perturbativas inducidas por particulas
virtuales.

El acelerador eTe™ LEP, que funcioné hasta desde 1998 hasta el 2000 [27], operd a energias
suficientes para producir millones de Z. Combinado con otros resultados experimentales, se pudo
verificar todo el Lagrangiano del Modelo Estdndar hasta un nivel del 1 por mil. Con excepcion de
las interacciones asociadas con el Higgs.

La universalidad de los decaimientos del Z esta soportada por los resultados experimentales
siguientes donde s6lo se muestran los decaimientos lepténicos del Z diferentes de cero [5]

['(Z —ete”) =83.92(12) MeV  T(Z — putp™) =83.99(18) MeV  T'(Z — 7777) = 84.08(22) MeV
Br(Z — e*e™) = 3.363(4) %,  Br(Z — utuo) = 3.366(1) %,  Br(Z — vt17) = 3.370(8) %
(6.79)

Mientras que para el W=, en %,

Br(W~™ — p.e”) =10.65(17), Br(W~ — p,u~) =10.59(15), Br(W~ — p,77) = 11.44(22)
(6.80)

La diferencia de v, 7 respecto a los otros representa un efecto a 2.80. La universalidad de los aco-
plamientos lepténicos de W puede comprobarse también indirectamente a través de los decaimientos
débiles mediados por corrientes cargadas. Los datos actuales verifican la universalidad de los acopla-
mientos de corrientes cargadas lepténicas al nivel del 0.2% [5]. Sin necesidad de entrar en detalles
de los célculos de las amplitudes de decaimiento, podemos usar el hecho de que ellas son proporcio-
nales a los acoplamientos al cuadrado correspondiente, de modo que un cociente entre amplitudes
de decaimiento es igual, en primera aproximacion, a los cocientes de los acoplamientos al cuadrado.
Tendremos en cuenta ademas que el Branching es la amplitud de decaimiento a un canal especifico
divido por la suma de las amplitudes de decaimiento a todos los canales posibles.

Para los decaimientos del Z el Modelo Estandar predice, ademas de la ausencia de eventos del
tipo Z — et ™, que para un cierto [l = e, u, 7, 0 ¢ =d, s,b

Br(Z —1*17) _ (log|* + |ar|?)
Br(Z —qq)  NelugP + lagl?)
(=5 +2sin00)” + 1]
N [(h+ 3ot o)+ 1]
0.338 N,.=2
=1¢0.225 N.=3 (6.81)
0.169 N.=14

0.776
~ X
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Para ser comparado con el resultado experimental de por ejemplo

Br(Z —ete™)  3.363(4)
Br(Z — bb)  15.12(5)

~ 0.222 (6.82)

que de nuevo da lugar al N, = 3, que seguiremos tomando en adelante.
Los Branchings de decaimiento en la ec. (6.80) y ec. (6.79) pueden ser calculados sin entrar en
detalles del calculo de las amplitudes. Teniendo en cuenta que el canal Z — tt esta cerrado

v o D(Z—=efe)
Br(Z —e"e) = T
B (lvel? + lacl*)
Soul(vl? 4 Jarf?) + (o 2 + )] + Nl (ou 2 + faw, 2) + S0, (0,2 + |aa, )]
(Jvel® + [ael*)

= 3[(Jvel® + Jacl?) + (Jvw, [ + Jas,

_ (Jvel? + |ac|?)
21ac|? + 3[|vel? + |vu, |?] + 3[2|vu|? + 3|val?]

B (—1+48%0y )% +1
21+ 3[(—1 + 4520w )% + 1] 4 3[2(1 — $520u)? + 3(—1 + 35%0w)?]

. 2 — 8829{/[/ + 168491/1/

42— 80520y + 0510y,

~ 3.43% (6.83)

]+ 312(Joul* + lau[?) + 3(|val* + |aa|?)]

Para W¥ tenemos por ejemplo

W= — pe™)

Br(W™ — p.e”) = T
total

(6.84)

donde, teniendo en cuenta que los canales a top estan cerrados, y usando la condicién de unitariedad
de la matriz CKM en ec. (6.70), tenemos

Ftotal = ZF(W_ — I?ll_) —I— NCZ[F(W_ — ﬂldi) —l— F(W_ — ﬂgdi)]
l 7
=T(W™ — pee ) {3+ Ne D [[Visl* + [Viil*]}

=T(W~ = p.e7)(3 4 2N,)
(6.85)

entonces

1

Br(W™ — pee”) = SN

=11.1% (6.86)

Una mejor prediccion de dichos resultados en el contexto del Modelo Estandar requiere tener en
cuenta las correcciones radiativas.
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(1 — ")/5)lWJr Iv*(1 — vs) IllW

UyH (1 — s) lW+ Iv*(1 — V)W,

Figura 6.1: Diagramas de Feynman para las corrientes cargadas

Diw >, 0(Z — 0i1n)

I, TI(Z—ete)
_ NI(Z — veve)
 I(Z = ete)
Ny (v |* + lay,
|Ve|? + |ae|?

B 2N,
(1 +4sin?Oy)2 + 1

?)

5.865 N, =3
~ ) (6.87)
7819 N, =14
mientras que el valor medido experimentalmente para esta cantidad 5.942(16) [5], es una evidencia
muy fuerte de que sélo exiten tres neutrinos livianos.
6.3.1. Decaimientos débiles mediados por corrientes cargadas
De la corrientes cargadas para leptones tenemos
Lee D 7y (1 = )W, + Iy (1 = y5) )y W, 6.88
2\/— [Z 17" (1 —5) (1= 5)m ] ( )

Esto da lugar a los posibles diagramas para decaimientos de leptones a bosones virtuales, y bosones
a leptontes mostrados en la figura 6.1. Las flechas representan el flujo de ntmero lepténico. La
flecha de tiempo es de izquierda a derecha. Al lado izquierdo del vértice entran particulas y salen
antiparticulas. Mientras que al lado derecho entran antip articulas y salen particulas Del primer y
cuarto diagrama obtenemos el diagrama de Feynman para el decaimiento p~ — v,e” ., mostrado
en la figura 6.2 El propagador para el boséon W de momentum ¢ resulta ser

o 1 quqv
D,y =— - . . 6.89
: —m¥ (g” m? ) (6.89)

2

q w
Para los propositos actuales la obtencién de este resultado no es necesaria, el punto importante es
que cuando las masas de las particulas iniciales y finales son mucho mas pequenas que myy, esto se
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Figura 6.2: diagrama de Feynman para el decaimiento y~ — v,e” 7,

reduce a

~ g“l/
D, =— ) 6.90
=2 (6.90)
Este resultado se entiende facilmente cuando se compara con el propagador de una particulas escalar
masiva 1/(¢*> — M?) — —1/M?. Las componentes espaciales de W, con u = 1,2,3, a bajas energfas
tienen el mismo propagador que el de una particula escalar, mientras Wy, tiene el signo opuesto.
El Lagrangiano efectivo para el decaimiento del muén, u~ — v,e” 7, es entonces

2

L :% (D" (1 = v5) g—“; [ey"(1 — 5)ve]
w
9 .
=S5 [ (1= y5) ) [E7" (1 — 5) ve]
w
Gr o )
i [y (1 — vs) ] [E7, (1 — 5)ve] (6.91)
donde
Gr ¢
V2 8mi,
_ g4
 8g2v?
1
== (6.92)
y

~1/2
De otro lado, para el decaimiento (3, n — pe~7,, de acuerdo a la figura 6.3, tenemos
-5 [P7*(1 = 1.265)n] [e7, (1 — ys)ve] - (6.94)
V2 8 ’

con G dadoen laec. (6.75) y G = 1.10x 107> GeV?. La corriente hadrénica tiene la forma V-1.26A.
El factor 1.26 puede entenderse como debido a las correcciones a nivel hadréonico de una corriente
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py*(1 — 1.26y5)nW,F

evt(1 —v5)veW,,

Figura 6.3: Decaimiento del neutron.

que es de la forma V-A a nivel del quarks, como en la ec. (6.74). A nivel de quarks el decaimiento
del neutrén (udd) al protén (uud) corresponde al decaimiento de uno de los quarks down del neutrén
d — ue v,

Gro, o, )

L=—=Vi[uy"(1 —vs)d] [e7,(1 —v5)ve] - (6.95)

V2
De modo que Gy = GpVi1 = Gpcosfc, donde O es el angulo de Cabbibo. Una vez se tienen en
cuenta correcciones electrodébiles se obtiene el valor |Vi;| = 0.97418(27)[23]. Las magnitudes de los
elementos de la matriz CKM son[23]

0.97419 0.2257  0.0359
Va| 02256 097334 00415 | ~1 (6.96)
0.00874 0.0407 0.999133

6.4. Calculo de procesos

Se remite al lector al lector a la siguiente parte del curso “Standard Model and beyond”, de la
péagina web

http://gfif .udea.edu.co:2500

En particular a las secciones iniciales de los Capitulos 1 y 2 donde se analizan el decaimiento
W~ — e 1, y el decaimiento del muon.

6.5. Problemas

1 Demuestre explicitamente la ec. (6.33)
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Apéndice A

Soluciones a los problemas

Capitulo 2

2.1. De
at = AN a” (A.1)

tenemos que
dp=gud” = g\ 9" a, = AJa, (A.2)

De la definicién de transformacién de Lorentz

"', = a'b, (A.3)
tenemos
a'”b’u = A“VAM”a”bp = a’b, = 60a"b, (A.4)
de donde
A“VA/f =0f (A.5)
2.3.
1 1 1 GeV

~25x107%m (A.6)

r o~

m "~ 80GeV  1/(1.97 x 10~ m-1)

Capitulo 3

3.6 Tenemos

B = inyd* = (_01 (1)) (;fo_) - (f;_) (A7)

Haremos la parte correspondiente al término de masa. Para el término cinético es igual.

-~ ¢0*
—m2etd = —m? (gbo —qb+) <_¢_)
= —m* (%" + ¢%9")
= —m*®'d (A.8)

de modo que ® y ® son representaciones equivalentes de SU (2).
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Ademas
_m2€ab(i)aq)b _ _m2(€12(i)1q)2 + 621(1)2(1)1) _ _m2(¢0*¢0 + ¢+¢—)
= —m?d' P (A.9)
3.8 De las ecs. (3.259) y (3.260)
L=0"¢" - 0up— gl W, x0")—(0"d") W, x @]
+ 620" (OkiGim — Srm0i) WL WS — m*@" - b — {W/W,,
=0"¢" - Oup— g (@ - W, x 0"¢p — (0"9") W, X o]
+ g2¢*zW]£¢Wj¢l o g2¢*ZW]5W;¢k . m2¢)* . ¢ _ iVViMVW,jV
=0"¢" - Oup— g (@ - W, x 0"¢p — (0"9") W, X o
+ %" W' - W, — g6 - W'W,, - ¢ — m¢" - ¢ — W™ . W, (A.10)
donde
W . W, =(0"W" —9"W*"). (0,W, —0,W,) +2g(0"W" — "W). W, x W,
+ 92(5ﬂ5km — 5]m5kl)WjMWkVWllLWf
=(0"W" —90"WH) . (0,W, — 0, W) + 2g(0"W" — 0"WH) . W, x W,
+ P (WIWEWIWE — WEWy W iw))
=(0"W" —90"WH) . (0,W, — 0, W) + 2g(0"W" — 0"WH) . W, x W,
+ (W' W,W"- W, - W' W, WH. W)
=(0"W" —0"WH) . (0,W, — 0, W) + 2¢g(0"W" —0"WH) . W, x W,
+ (W' W,W"- W, - W' W, WH. W) (A.11)
3.9
W2\ _ ( cosby sinby\ (Z,
B, )  \—sinfy cosby ) \A,) "
—iB‘“’B = i(@“B” 0"B")(0,B, — 0,B,)
= — 20"(—sZ" + cA") — 0"(=sZ + cA)][0u(=SZ + cA), — 0,(—sZ + cA),]
= i[ sO"Z" + co' AY + s0" 2" — c0” A!|[—s0, 2, + 0, A, + 50,2, — c0,A,]
= i[ s(o"zZ" —0"Z") 4 c(0"A” — 0" AM)|[-s(0,Z, — 0, Z,,) + c(0, A, — 0, A,))
i[ s(o"Z" — 0" Z") 4 (0" A — 0" AM)|[—s(0,Z, — 0, Z,,) + (0, A, — 0, A,)]
i[ (O"Z" — " Z"0,Z, — 0,Z,) + (0" A — " A*) (D, A, — D,A,)
— 2sc(0"Z" — 0" Z")(0, A, — 0,A,)] (A.12)
Similarmente, reemplzando s < ¢ y s — —s
—iWé‘"WjV D= — i[é(aﬂz" — " Z")(0,Z, — 0,7,,) + s (0" AY — 9" AM)(9,A, — 0,A,)
+ 2sc(0" 2" — 0" Z")(0, A, — 0,A,)] (A.13)
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—1B" By, — sW{"W), D= —1F" F,, — 12" Z,, (A.14)

De otro lado, teniendo en cuenta que

W+ _Wl} — ZWi
: V2
. :Wj +iW?
g V2

W — W =—W?=V2iW? (A.15)

L W Wy

8 V2

" .
V/2i

(A.16)

—{WIW, = WEYWE, D = @MW = W@, — a,W)
+ (WY — W0, WE - 8,W3)]
— — LW}, W) — "W, WE — WL + YWD, W)
+(1—2)}
= — L{("WPOW] — PWIO,W L — 9 WEO,WL + W, W)
+(1—2)}
== HOWIW, = PWIOW) + (WS, W) = W50,
= — {{[(@"WZ + W)W, + 0. W)
— ("W + "W (O,W, + 9, W,)]
+ P [(W = W) (9,W, = 9, W)
— (WY — WD, W, — AW}
= — H[(@"W?” + W) (0, W, + 9, W)
— ("W + WO, W + D, W)
— ("W — *W) (D, W, — D, W)
— (0"WY — W) (D, W — 8, W]} (A.17)
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Teniendo en cuenta que los terminos cruzados son los tinicos que no se cancelaran, tenemos

LW W — LW, S — YW, W + 0P W, W, — PO, W — 0P W,V
— — YWD, W, — 0, ) + 0, W WY — 9, W W]
— WO, W, — 0, W) + O, W0 WH — 9, W W]
— LW @,V — 0,WF) — W@, W — 0, )]
= — L[(@"W” — W)@, W — 0, W)
= S (F (F )y (A18)

Capitulo 6

6. 1. Haciendo un andlisis similar al de la seccién 3.6, tenemos de la ec. (6.10) que

EfWB :iZ”y“DuL + i@’}/“D!ﬁR

= (ivpy* ieg*) 0 — T Wl — igV B, oAl (VL)
- L L i _ . .
_EQWM Oy — ZnglWi —1ig'Y B, | \eL

+ z@y“(@u - ig'YRBH)eR
(0 — ingTWE —1g'YL.B,)vL, — %geLWJ

= (ivgy*  depy” ; a . . + iegy*(0, — ig'YrB,)er
( ) (—EQVLWM + (0, — ngg,lWi — zg’YLBu)eL) " .

_ o . 1
=1y (0, — igTy Wj’ —ig'YLB,)vr, + %gVLv”eLW:

1 . — .
+ —gﬁfy“VLWu_ -+ ZE’Y“(@H — ZngeWi — zg/YLBH)eL + 1637“(8“ — zg/YRBH)eR

V2

1
=iepy"O,er + tegy Oper + o, + ﬁg (V_Lfy“eLW: + GWMVLWJ)
+ vy (—igTy W, —ig' Yy By + iegy" (—igTs W, — ig'Yr By)ep + iegy" (—ig'YrBy)er
_ 1
=1 Optbe + iUy O, v + ﬁg (V_L”)/‘ueLW: + h.c) +Lfaz (A.19)

donde

Liaz =viy'vi(gTs W, + g'YiB,) +eryer(gTsW) + g'Yi B,) + g'ery*er(YrB,)
=g [I/_L’)/MVL(TVWB +tan Oy Y B,) + ﬁv”eL(Tger +tan Oy Y, B,,) + Yi tan Qwﬁv“eRBu]
=g {7y v [Ty (cosOw Z, + sin Oy A,) + tan Oy Y, (—sin by Z,, + cos 6w A,)]
+eyter [Ty (cosbw Z, +sinOw A,) + tan Oy Y (—sin Oy Z, + cos Oy A,)]
+Yg tan Oy eryep(—sinbw 2, + cos Oy A,)
g

:m (Ty cos? Oy — Y7 sin? Oy )Ty v,

+ (T¥ cos? Oy — Y sin? Oy ez er + (0 x cos Oy — Yrsin? Oy egy'er) Z,
+ gsinbw (T3 + Yo)vpy've + (T + Yi)ery"er + (0 + Yr)ery"er)A,. (A.20)
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Como Tgf cos? O — Yysin? Oy = Ty — (T, :{ + Y;) sin® Oy, entonces usando Q; = T?;f + Yy, y
e = gsin Ay, tenemos

€ . -
fre= 2 {m@f — Qg sin 0w) 2 + QA F1'f (A21)

f=er,vr.er

Como @), = 0, claramente los neutrinos no se acoplan a los fotones como se esperaba y ademas
se obtiene la corriente electromagnética apropiada, ya que

Z eQr A A" = eQetben he Ay (A.22)

f=er,vr.er
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