


Capitulo 1

Teoria Clasica de Campos

1.1. Principio de Minima Accién

El Principio de Minima accion establece, una vez fijado el espacio de coordenadas generalizadas
sobre el espacio de configuracién, que de todas las trayectorias posibles que transcurren entre t; y to,
el sistema escogerd aquella que minimice la accién S [§]. La magnitud de la accién viene dada para
cada trayectoria por la integral:

t2
Slawdl = [ Lal0). 40,0 (11)
t1
Donde: ¢;(t) son las coordenadas paramétricas de una trayectoria posible. L(g;, ¢;,t), es la funcién
lagrangiana del sistema.
Puede probarse mediante principios variacionales, que de todas las trayectorias posibles, la que
hace estacionaria la anterior expresion es la que satisface la siguiente condicién i:

d (0L oL
dt <8dz‘) N dgi ! 2

conocidas como las ecuaciones de Euler-Lagrange. La demostraciéon se hara mas adelante para el caso
en el que las coordenadas generalizadas corresponden a funciones de campo.
De momento mostraremos como la segunda ley de Newton [9], puede escribirse en la forma de la

ec. (C2).

F=ma (1.3)
oV(z)  dx
o da?
I
dt

S

Podemos introducir el Lagrangiano a cada lado de la igualdad adicionando términos con la respectiva

derivada parcial cero:
o (1 ., o d o (1
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N-1

Figura 1.1: Modelo Cuerda
Reemplazando L = imi? — V (), obtenemos

dor or

Una forma maés rigurosa de escribir la ec. (L3]) puede encontrarse en [§]. Para una dimensién podemos
definir la densidad Lagrangiana como

) 0 ) ) )
ﬁ(q,q,t)Za—qL(q,q,t) or  L(q,q,t) Z/ﬁ(q,q,t)dq- (1.4)

La ec. (ITl) puede escribirse entonces como

Asmh¢1ztzmzx%@quw,wdth (1.5)

1

Para sistemas continuos es conveniente usar la densidad Lagrangiana. Abordaremos a continuacién
el sistema continuo correspondiente a la cuerda clasica unidimensional para construir la densidad
Lagrangiana correspondiente. A partir de ella demostraremos las ecuaciones de Euler Lagrange para
dicho sistema.

1.2. La cuerda clasica unidimensional

Considere una cuerda de longitud L formando un circulo de radio R. Es conveniente considerar un
conjunto de N particulas de masa m a lo largo de la circunferencia, unidas por resortes de longitud [
y constante eldstica k. Los modos vibracionales de la cuerda a lo largo de la circunferencia se obtienen
en limite de N - ooyl — 0

De acuerdo a la figura [T, si ¢; es el desplazamiento de la i-esima masa desde su posicién de
equilibrio, entonces el Lagrangiano del sistema de N particulas y resortes es:

N-1 TN 2 N-1
L=-m (aa(il) - %k (Cgiﬂ - Qgi)2, (1.6)
i=0 j

7
N-1 N-1

S0

=0 =0

(fir1 — ng)z (1.7)
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Si p es la densidad de la cuerda, T' la tensién y v la velocidad, entonces

_m

=7
T = ki (1.8)

T

I —

1

(CX) En el limite I — 0y N — oo, tenemos

que representa la funcién de campo del desplazamiento de una masa infinitesimal de su posicién de
equilibrio. Entonces

1e=m, /:\2 1= Giv1 — i
p=5 3 () - g S (P )

=0 1=0
N-—1 N-1 n n 2
_ 1 =\ 2 1 Giv1 — Gi
_iloﬂ(@) l 2i:0T( ; ) L. (1.10)

En el limite continuo > (---)l — [(---)dz, entonces

L:/OL%[u(g—f) T( )]dz—/ Ldz, (1.11)

con L, L,
1 0¢p 0¢
£=3 lu (E) —T(E) ] (1.12)
y
S = /Edtdz. (1.13)
Definiendo
¢ =VTo, (1.14)
tenemos ) )
111 0o 0¢
L(0p/0t,0¢/0z) = [ <8t> — <$> ] , (1.15)
Note que:
0 oL 1 0%
ot la(é‘aﬁ/@t)} S or 10
0 oL 09
5 56 59) = o —

Si en la ec. (L), tomamos como coordenadas generalizadas las N ¢; y ¢;, entonces, podemos
obtener las ecuaciones de movimiento a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange ([C2)):

i 8_€ _ 8% =0, 1 =0 hasta N — 1. (1.18)
Op; 0
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En el limite [ — 0 y N — oo, y usando las ecs. (LI6) y (CI7),

d (o d/ - D2
(&j) dt( ¢’>_ ot

p ¢
=1 (T ot? )
2
— VT (—2%) (1.19)
oL
-5 [sa7am| 2
Para el segundo término de la ec. ([LIX)) ndtese que
— 2 T T2 T T2 - = N2 /7 —\2
(Gir1— i) == (d1—00) — (P2 — 1) — -+ = (P-1)+1 — Gi-1)” — (i1 — &) —
=0
CBr= ) = (B m B = (i ) — (G — B -
(1.21)
Entonces
5 Nl - ) )
Z Giv1 — =—2 (¢z‘ — ¢i—1) -2 (¢z‘+1 — ¢i) x (—1)
aQSZ =0
Gis1 — ¢ i — dina
: { “h_Gmd]
Si Z; es el punto medio del intervalo entre z;_; y z;, entonces
0 o (00(Zi1,1)/0z  06(5:,t)/0z
8¢2 i (bz—l—l - (bz —2l < I - I )
20%9
—2l 2
212 9*
ﬁﬁa—;g (1.22)
Usando las ecs. (C22) (CF), tenemos
OL _ 1, -
90; = 5 " 29, ; Pit1 — ]
82
( 8;5) (1.23)
l\/_ li(&ﬁ/az)} (1.24)
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De las ecuaciones ([LTY) y (C23), obtenemos la ecuacién de movimiento para el campo ¢(z, t):

S N | (1.25)

que corresponde a la ecuacion de onda en una dimensién. En tres dimensiones obtendriamos:

1 9%

De otro lado, de las ecuaciones (LZ0) y (24]), obtenemos las ecuaciones de Euler-Lagrange para la
densidad Lagrangiana

| =0 (1.27)

0 oL ol oL
[0(%/(‘%)_ "9z | 0(00707)

ot
En tres dimensiones:

0 oL 0 oL ol oL ] 0 oL
B R P Rt P Bl Prceem] ELSE

Definiendo
ot = (t,x,y, 2) uw=0,1,2,3, (1.29)

podemos expresar las ecuaciones de Euler-Lagrange que satisface £(0¢/0z"), como

p 5 [maj/ﬁaxu)} B

= {a@j/ﬁaxu)} -0

donde, en la ultima ecuacion se ha usado la convencién de suma sobre indices repetidos.
Si la densidad Lagrangiana depende también directamente de ¢, L(0¢/0z", ¢), entonces la ecua-
cién de Euler-Lagrange para las coordenadas generalizadas 0¢/0z" y ¢, es
0 oL oL
o

507 | 530555 | 58 =" (1.30)

Esta tltima ecuacién de deducird usando métodos variacionales en la siguiente seccién

1.3. Principio de Minima Accién para L

1.3.1. Ecuaciones de Euler-Lagrange

Definamos

0
“ Oar

En tres dimensiones, la accién de la ec. (LI3)), queda

(1.31)

S16.0,0) = [ d'ac(6.0,0) (1.52)
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donde d*z = dtdxdydz. Considere primero una transformacién sélo de los campos, tal que (z = x#)

0p(z) = ¢'(x) — o(2) (1.33)
Con dx = 2’ — x, la expansién de Taylor para f(z + dx) es
fla+dx) = f(z )+g—£6:c+ (1.34)

Para £, tenemos de la ec. (L33

=L+ oL —00+ = aﬁ 0,(69) (1.35)

99 0(0up) ™

Entonces, de imponer que 65 = 0, tenemos

55 =5—-5= / d'z L(¢',0,¢') — /R d'z L(¢,8,9)
= [t (559 a7
= o456 o a2 %w}

oL oL oL
6S = /d4 { -0 { ]}w /[ 54 do 1.36
55~ 30,9  Lo0,0°7) = 139
Donde hemos aplicado el Teorema de Gauss generalizado. Como la variacién de d¢ es cero sobre la

hipersuperficie o resulta

/d4 {gg oM [a(aaijﬁ)}}dgb = 0. (1.37)

Como 0¢ es cualquier posible variacion entre las fronteras de la hipersuperficie, el integrando debe
anularse y resultan las ecuaciones de Euler-Lagrange:

{8£] oL

56,5~ 55 - (1.38)

1.3.2. Teorema de Noether para simetrias internas

Para un campo complejo la ec. (L32) se generaliza a
160" 0,0. 0,6 = [ a2 £(6.67,8,0.0,6") (1.39)
R
Usando el mismo procedimiento, se obtiene
oL oL oL oL
o5 = [ dta { 9 {7]}5 +/d4x{ 9 [7”5 :
o0~ a0 ) 00T S Voo T (a0 ) S

v [ o, [ <af¢>5¢”¢ <§,izs*>] - (140
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Usando de nuevo el Teorema de Gauss resultan las ecuaciones de Euler Lagrange para ¢ y ¢*

oL oL oL oL
@[a@@}‘aaza @lm@wﬂ‘awzﬂ‘ (1.41)

De otro lado, si asumimos que ¢ y ¢* satisfacen las ecuaciones de Euler—Lagrange, en lugar de asumir
que 0¢ y 6¢* se anulan sobre la hipersuperficie, los dos primeros términos de la ec. (L40) se anulan
y tendremos que para que 6.5 = 0:

/d‘*g: (9,J") =0, (1.42)
R
donde,
oL ] oL
JH = 0P+ 0¢* { ] 1.43
[<m> 5(0,6") (143)
Entonces J* satisface la ecuacion de continuidad:
o, J" =0 (1.44)
0J°
— J= 1.4
BT + V. 0 (1.45)

Integrando con respecto al volumen

0
/aid3x+/V~Jd3x:O,

0
/£d3x+/J~dS:0, (1.46)

Escogiendo una superficie suficientemente grande que abarque toda la fuente de densidad p = J°, de
la corriente J, el segundo integrando es cero y
d

o pd% = 0. (1.47)

Este resultado es conocido como Teorema de Noether. Este establece que para toda transforma-
cién continua del tipo (C33), debe existir una cantidad conservada, d@Q/dt = 0, que en este caso
corresponde a

_ 3
Q—/Vpd . (1.48)

1.3.3. Teorema de Noether para simetrias externas

Para el caso de una simetria externas, por ejemplo la correspondiente a una traslaciéon espacio—
temporal

&' (2') = ¢'(x + da) (1.49)

~ ¢'(z) + 8%;:):)6& (1.50)

= [6(e) + 59()] + ~-[6(z) + 56(a)]6a (151)
96(x)

~ o(z) + 0¢(x) +

o 0. (1.52)
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P(x)

D)

X | X
Figura 1.2: Traslacién de funcién y coordenadas: ¢(z) = ¢'(2)

donde, por simplicidad, ¢ es de nuevo un campo real. Entonces,

Ap(z) = ¢ (2) — o) = do(x) + a?—f)éa. (1.53)

Para una traslacion, A¢(z) = 0, ver figura [[2 De modo que
d¢ = (0,0)da". (1.54)

Necesitamos el Jacobiano de la transformacion
/
d*a = J (ﬁ) d'z = (14 0,02")d"x (1.55)
T

En este caso, asumiendo que el campo satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange y usando la ec. (L))
tenemos

o5 = [ a9 L), 0le').0') — [ e £(6(0),0,0(0). 0
R R
_ / 0 L(6+ 56, 0,6 + Du(36), & + 6a) — / dhe L
R R

~ / diz {a—ﬁéw _OL 5 (56) + (9,L)5a" +£au5$ﬂ}
R

0¢ 9(0u9)
[ oL
— 4 4 H I
/Rd x 0, _8(@@)64 —l—/Rd z [(0,L)0a" + L0, (0a")]
[ oL
= 4 4 1
/Rd x 0, _8(@(]5)64 —|—/Rd x0,(Lda")
[ oL
— 4 . v i v
/Rd x 0y, 36,9 (Oyp)oa” + 0L Loa }
= / d'z (9,T!) da” = 0. (1.56)
R
Y por consiguiente
0, T =0, (1.57)
donde
T = a—ﬁ(ﬁm) —obL (1.58)
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El tensor T} proviene de asumir la homogeneidad del espacio y el tiempo y es llamado el tensor de
momentum-—energfa. La densidad Hamiltonina se obtiene de T

oL -
H:Té]:a—q.bgb—ﬁ (1.59)
= n(x) 0¢a(tx) L (1.60)

Comparando con la expresién correspondiente en la formulaciéon Lagrangiana de la Mecanica Clésica,
tenemos que si ¢(x) es la variable canénica, la variable candnica conjugada es 7(z)

oL
O(0p(x)/0t)
El teorema de Noether en este caso establece que la invarianza de la Accién bajo traslaciones espacio—
temporales da lugar a la conservacion de la energia: ecuacién de continuidad ([CXQ) para v = 0; y

cada direccién del momentum: ecuacién de continuidad para cada v =1 (i = 1,2, 3).
Generalizando a un campo complejo

oL (0,6) + (0,67 =2

(z) = (1.61)

56 ShL (1.62)

1.4. Aplicacién a Mecanica Cuantica

Haciendo h = 1, el Lagrangiano que da lugar a la ecuacion de Schrédinger es

ﬁw,w*,@m,@w*)=%Vw*-vw—%( SR

ot ot
_ % O — & (70 — Do) + UV

Aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange ([LZ1]) para la funcién de onda 9* obtenemos la ecuacién
de Scrodinger con h = 1:

w> + PV (1.63)

0= [mgﬁm] ~a0 = ) 2 ) v (164
Como
) =2V X = 2"
300 = o) = 3 (169
o = SO UV o =~ 4V

Entonces, reemplazando la ec. (LGH) en la ec. (LE4), tenemos

oL oL { 1 l
0= g ~ae ~ (57) o (o) - (v e ve)
l 1 {
= 5000 + =00 + S0 = V. (1.66)
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Que puede escribirse como

0 1
—p=(—=—V’+V | 1.67
2 ( Ly ) " (1.67)

El Lagrangiano en ec (LG3), y por consiguiente la Accidn, es invariante bajo una transformacién
de fase

bl = P, (1.65)

Por consiguiente, de acuerdo al Teorema de Noether, debe existir una cantidad conservada. La co-
rriente conservada se obtine de la ec. ([LZJ). Para los campos 1 y 1*, tenemos

S = — 1 = (e — 1)y =~ i (1.69)
S0~ —ifi. (1.70)
Usando ademés la ec. (CBH) en la definicién de J° dada por la ec. (CZ3), tenemos
o_ | 0L } . { oL }
[a@ow W B
= — S (i60) + (6450
= Oy eh, (1.71)
y
- oL oL
1 — 6 6 *
s o]
1 .l ey L
= om i (i0h)) + (—iby )% i
= B (ot~ o), (172

Entonces, normalizando apropiadamente la corriente escogiendo 6 = 1, tenemos
JV = (1.73)
1
J=— " . 1.74
o (V0T (1.74)

De acuerdo a la ec. (C73), la cantidad conservada corresponde a la probabilidad de la funcién de
onda y normalizando apropiadamente la ec. (L)

Q,= / v dir = 1. (1.75)
1%
En cuanto a las simetrias externas, tenemos de la ec. ((CHY) que
oL oL
T) = ————0ptp + O™ - L
" Baw) Y aew)

. . 1 .
= — SV O+ SO — SO+ 5 (V"D — B ) — VY

1 * *
= —5 00 — VY (1.76)
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Como las corrientes solo estan determinadas hasta un factor de proporcionalidad, definimos

1
H=-T) = .- Vo' Vo + 4"V

1 * 1 * *
= 5=V (V) VR 0V, (L77)

La corriente asociada a esta densidad, tal que
Ty =0,

%TO +V-T'=0 (1.78)

se obtiene de la ec. (L62). Usando ademés la ec. (CED)

0 oL ey 0L
0 =507 )+ O g
TP = — S (0) + 5 (0" (1.79)
Entonces, definiendo
%ww — " V) (1.80)

Ademas
i * * *
TO = 2 (WVy" = V(') + V)
— WV~ V(")) (1.81)
Integrando en el volumen
/ T 3z = i / I v 2T S v / W B (1.82)
1% 1% 2 1%
De acuerdo a la ec. ([L7H), la dltima integral es una constante y

/ T P = —i / V*VYdir
1% 1%

_ / v Budis (1.83)
1%

La ec. (LTD) puede reescribirse como

H = —V {—iTO + 1V(w*w)} — imw*V% + "V

2m

1 * *
:—%V T + 4 V2 (1p* 1) — mw V2 4+ *Vap. (1.84)
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Integrando sobre el volumen y usando la ec. ([C7H)

/Hd%:_L/V'T0d3x+iV2/(¢*¢)d3x+/¢* (—LV2+V>M3:C
v 2m Jy dm v v 2m

; 1
:—L/V-T0d3x+/¢* (——V2+V)wd3x (1.85)
2m v v 2m

Para un volumen suficientemente grande que incluya todas las fuentes de densidad H, la integral del
correspondiente flujo, V - T?, es cero. Entonces

HE/Hd%:/w* (—ivﬂv)wd%g
v v 2m

= / PPry*Hy = (H). (1.86)
v
Que es un resultado bien conocido de la mecanica cuantica.
Como '
H=—p»+V 1.
5P +V, (1.87)
y usando la ec. (CED), podemos identificar
~ 0
iz b= (1.88)

Retornando a la ec. ((L8J), tenemos que para la solucién de particula libre de la ecuacién de
Schrodinger
= Ae X (1.89)

la condicién de normalizacién en ec. ([L7H) implica que |[A|*> =1/L3 y

/ Tz = k. (1.90)
1%

Nétese que de la ec. (LX) se puede obtener la densidad Hamiltoniana, y usando la ec. (([ChY) se
puede encontrar la densidad Lagrangiana
1.5. Aplicacién a la cuerda unidimensional

Para el Lagrangiano en la ec. (CIH), 77 da lugar al Hamiltoniano para la cuerda unidimensional

9L 9.
9(0¢)t) ot

L AR - ()]
RGN

(D¢ /D, 96)97) =
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L
H = / Hdz (1.92)
0
De acuerdo al Teorema de Noether,
oH
El flujo de energfa esta dado por Tg
oL
. = ————(0¢/0t
1 0¢ 0¢
R (1.94)
Si proponemos como solucién a la ecuacién de onda (C2H)
(o) ’U2 1/2 ' '
o= 3 (g ) lanetormert g emitorment], (1.95)

Para que se satisfagan las condiciones periddicas ¢(0,t) = ¢(L,t)

e—iwnt — ei(knL—wnt)

etknl — 1 (1.96)

kp = 2 (1.97)

De la ecuacién de onda, para cada n

. 2 1/2
_Z(‘;n% { (2 v L) |:an ez’(knz—wnt) _ a:/ e_i(k7lz_w7lt):| }
v Wn,

2 1/2
B anﬁg { (21) L) [an ei(knz—wnt) - CLZ e—i(knz—wnt)]} =0
2z W,

w? 9
_ U_;L¢ +k20=0 (1.98)
entonces, se debe satisfacer que
w? = v?k2. (1.99)
k. vy w, satisfacen
ky, = —k,, Wy, = Wy (1.100)

Definiendo
¢n(z>t) = _6i(knz—wnt)’ (1101)

La ecuacién (CIH) queda

1/2
o:0= % (o) lontnlent) + s 60, (1.102)
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y las funciones ¢, satisfacen las siguientes condiciones de normalizacion

L
0
Ademas .
/ dz ¢n(2, )b (2, 1) = 6 _me 2L (1.104)
0
En tal caso de la ec. (L32), tenemos

1 [t 0909 L 9¢ 0¢
H_Q—#/Odatat+ /da_a_

=Y wda, (1.105)

En unidades naturales donde h = 1, E = hw = w, y la frecuencia w tiene unidades de energia.

Ademas
/ P.dz = Z ken 0 (1.106)

n=—oo
De nuevo el nimero de onda representa el vector de flujo de energia.
En una teoria cuantica de campos, el campo ¢ pasa a ser un operador quS Esto puede hacerse de
dos maneras. Por el método de cuantizacién canénica, usando la variable canénica conjuga m(z,t)
definida en la ec. (CET), que para el caso de la cuerda unidimensional corresponde a

m(z,t) = —=—. (1.107)

Entonces los correspondientes operadores para ¢ y m deben satisfacer (h = 1)

[ < ,t> é(z’ £ =0 (1.108)
[7(z,1), #(2, )] =0
En este caso QAS, puede expandirse en términos de los operadores a y af
2 - 2 \ V2 i(k t k t
)= 3 (i) ettt
_ Z bn (1.109)
y QAS y 7 satisfacen las relaciones de conmutacién ([CI08) si
[&m flj@] =1
[Gn,a,] =0
[af,al] = 0. (1.110)
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El Hamiltoniano es ahora un operador dado por

H=Y" w,N,, (1.111)
Con el operador de niimero Nn, dado por
N, =l a,. (1.112)

Ya que ]Vn es Hermitico, cada Nn este tiene un conjunto completo de autoestados ortonormales [7]
No|m) = m|m)
(m'|m) = dprm

1=>"|m)(m]. (1.113)

Utilizando las relaciones de conmutacién de N,, con a,, v @, se puede demostrar que

allm) = vm+1|m+ 1)
anlm) = v/m|m —1). (1.114)
y por consiguiente R
N,|m) = m|m) (1.115)

Esto significa que todos los estados se pueden generar desde un estado base |0)

(af)"

-

A los estados |m) se les llama estados de fonones. m corresponde al ntiimero de fonones de energia
wy. @l crea un fonén de energia w,, y a, destruye un fonén de frecuencia w,,. Al estado |0) se le llama
el vacio.

Para dos operadores de nimero de frecuencias diferentes w,, y w,, tenemos

Im) 10). (1.116)

No [, ) = 1, [, ) Ny [ ) = 1 [, )
Ny, |mi,) = 0 Ny |11, ) = 0. (1.117)
De este modo .
Hlm,,) = Z WoNoy [y ) = Wiy M, [, ). (1.118)

El autoestado del Hamiltoniano para I conjuntos de fonones de diferentes frecuencias puede
escribirse como
[y Mgy« ooy My ) (1.119)

A tales estados, con un numero definido de fonones de varias frecuencias, se les llama estados de
Fock.
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Los autovalores del Hamiltoniano para un estado de Fock son

Hmp, My ooy My, ) = Zwmmm My s Mgy« -y Mo, ), (1.120)
=1
de modo que la energia de un estado de Fock es
I
E = (Mpy Mgy ooy Mo, [H Mgy, Mgy ooy My, ) = Zwmmm. (1.121)
i=1

Los fonones estan asociados a frecuencias, o modos normales de la cuerda, de modo que estan
relacionados al movimiento de la cuerda como un todo, mientras que las particulas de la cuerda
estan localizadas en el espacio de posiciones. En general pueden existir particulas asociadas a campos
abstractos que no tienen conexién con ningun sistema mecanico.

Finalmente, si el nimero de cuantos de una determinada frecuencia w,, se puede conocer sin
ninguna incertidumbre entonces el campo ¢én,(2,t) = (n1|dn, (2,t)|n1) es completamente incierto.
Entre mayor sea la incertidumbre en el niimero de fonones de una determinada frecuencia con mayor
precisién se podra determinar el campo clasico asociado a esa frecuencia [[7].

Retornando a la ec. (LII¥) podemos ver que (ﬁnl puede interpretarse como una particula que
transporta una energia (h = 1) A

(Mg [ H |y ) = iy iy (1.122)

Para una interpretaciéon completa de particula se debe mostrar que el campo cuantizado también
transporta momentum. De hecho
(Mg | Py} = by, (1.123)

La interpretacién del nimero de onda de un campo cuantico como momentum es mas simple en
el contexto de la relatividad especial. La ec. (C39), puede interpretarse como la ecuacién energia
momentum de la relatividad especial (¢ = 1)

E* = p* +m?, (1.124)
sim =0y v =c, es decir, para ondas propagandose relativisticamente
wh =k, (1.125)

El momentum de la particula coincide con el correspondiente ntimero de onda

Entonces, la interpretacion del campo QAS como particula, es mas directa en un contexto donde se
combine la relatividad especial con la cuantizaciéon del campo mismo. Obviando estos detalles, en
adelante llamaremos particula al campo clasico.

Si modificamos el Lagrangiano en ec. (LTH), para incluir un término adicional (v =c¢ = 1)

LI(08\*  (96\*
1 N _ . 1.12
L(0p/0t,0¢/0%) 5 [(at) (82 m-¢ (1.126)
entonces, la ec. ((CIOY) es solucién a la ecuacion resultante de aplicar las ecuaciones de Euler-
Lagrange:
Py Po
— = 1.12
o2 02 0 (1.127)



1.5. APLICACION A LA CUERDA UNIDIMENSIONAL
si
w? =k +m?.

De este modo m puede interpretarse como la masa de la particula.
Generalizando a 3 dimensiones tenemos el Lagrangiano de Klein-Gordon

1 (09 ’ 1 1,22
que dan lugar a la ecuaciéon de Klein-Gordon
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