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Capitulo 3

Principio Gauge Local

3.1. Ecuacion de klein-Gordon

De la componente escalar de la ecuacién de Proca, ([ZI06), obtenemos la ecuacién de Klein—
Gordon para un campo escalar real ¢ = A°,

£ =50 60,6 — 5’ + po (3.1)
Donde p es la densidad de carga que actua como fuente del campo ¢.

Posteriormente discutiremos en detalles porque m corresponde a la masa de la particula. La idea
bésica es que ¢ tiene excitaciones alrededor del minimo del potencias V' = (1/2)m?¢?* que corresponde
a la energia de un oscilador arménico. Esta energia es equivalente a masa. Note que m? < 0 no puede
interpretarse como masa. En este caso ¢ describird excitaciones alrededor de la parte plana del
potencial. Como estas excitaciones no cuestan energia, corresponde a una particula sin masa.

El campo ¢ puede pensarse como proveniente de una fuente de la misma manera como el campo
electromagnético surge de particulas cargadas. Como en el caso del electromagnetismo, es esta seccién
podemos considerar los campos sin preocuparnos de las fuentes. En tal caso tendremos una teoria en
la cual el campo escalar juega el papel de particula mediadora de la interaccion.

Si el campo escalar se generaliza para que pueda tener otros nimeros cuanticos, como carga
eléctrica, entonces estos pueden ser las fuentes de las respectivas cargas y corrientes en la ecuaciones
para campos vectoriales. Esto se estudiara en la seccién En tal caso podriamos tener por ejemplo
“atomos” formados de particulas escalares que se excitan emitiendo fotones.

En las secciones y 241, hemos visto que el Lagrangiano en ec. (B1]) da lugar a las ecuaciones
de Klein-Gordon en presencia de una densidad de carga

O+ m*)o=p (3.2)
De acuerdo a la ec. (22I01), tenemos
1 1
£froe = §8u¢au¢ - §m2¢2
Lo = po (3.3)

En analogia con el electromagnétismo donde las densidades de carga y corrientes son la fuente del
campo A*, podemos pensar en p como la fuente del campo ¢. En el caso del electromagnetismo el
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analisis de las ecuaciones de Maxwell en forma covariante, ec. (Z73)), para las componentes A° y J°,

en el gauge de Coulomb:

V-A=0, (3.4)
da lugar a la Ley de Coulomb, que corresponde a una interaccién de rango infinito [I0]. Veremos a
continuacion que un anélisis similar para un campo escalar masivo (o para la componente cero de un

campo vectorial masivo) da lugar a una interacciéon de corto rango.
Consideremos el caso mas simple de una fuente puntual para el campo ¢:

p(x) = gd(x) (3.5)

donde g es una constante. Entonces p es independiente del tiempo y genera un campo (un potencial)
independiente del tiempo. Entonces, como:

8¢_
o =

tenemos

(=V* +m*)(x) = go(x) (3.6)
Para resolver la ecuacién diferencial es méds conveniente transformar ¢(x) al espacio de momentos.
Su transformada de Fourier es

1 . -
o) = / P %K), (3.7)
La transformada inversa es )
309 = / iz e % (x), (3.8)

Ademas tenemos la propiedad

1 ik-x
5(x) = &P / 3k e™x, (3.9)
Reemplazando ec. (B7) en (B), tenemos

Entonces

o(k) = (2;/)3/2 = i — (3.10)

Reemplazando en la ec. (B) y definiendo r = |x]
_ 1 3 ik-x g 1
P(x) —(2ﬂ)3/2 /d ke {(Qﬁ)g/z k2 + m2]

ik-x
= / i —
(2m)3 k? + m?

— 9o [Tk [ e e dg
e K+m? ), © ™
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Haciendo el cambio de variables © = cos, du = —sin 6 d#,

9 - k2 - i|k|ru
¢(X):_W/o 05|k|m/1 Mg,
[e'¢) 2 1
B(x) :LP/ d|k|k7/ el gy, (3.11)
0 -1

(27 k? +m?
Ya que
1 iklr _ —ilk|r
/ ez|k\rudu — € : €
1 ilk|r
0 tklr _ —ilk|r
g e e
= d k| |k|l————
(x) i(2m)%r /0 | k2 4+ m?
oo i|k|r 00 —ilk|r
g e e
= dk| |kl — dk| |kK|———
i(2m)%r (/0 [ | |k2+m2 /0 [ | |k2+m2)
e8] i|k|r —00 t|k|r
g e e
= dk||k|——— — dk| k|l
i(2m)%r /0 [ |k2+m2 /0 [ | ‘kz—i-m?
|~k
0 i|k|r
g e
i(2m)%r /_OO dfk | |k2 + m?
g 00 |k|ei|k\r
= dlk 3.12
oo | = (312
Definiendo
Zeizr
f(z) = zZ4+wm

y usando la integral de Cauchy para el contorno correspondiente al semiplano positivo que incluye
el polo en z =im

(2) dz =2mif(im) = omi L

=mie "™ 3.13
cZ—1im 2im " ( )
tenemos que

mr

o(x) = L&

— 3.14
A7 7 ( )

A la luz de la interaccién fuerte, un protén y un neutrén son indistinguibles y son llamados
nucleones. En primera aproximacién la interaccién fuerte puede ser tratada como una interaccion de
Yukawa en el rango de los fermis entre los nucleones, mediada por mesones, como el piéon. Ver sec.
2.2 de [20].

Para ver esto considere un nucleén como fuente de un mesén intermediario. De acuerdo a la
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ec. (B14),

—m[x|

Ox) = -

A |x|

—m|x—x’\
- / P’ g §(x)
\X x|

—m\x x|
= — | &p(x)—— 1
R 1)

1 . ) 6—m|x—x’\
Lo = 600(x) = 1~ / & o)) .16
o a'Cint a¢
Hlnt - W& ‘Cmt
= —Lin
S g s (3.17)
r |x — x/|
—m\x x|
I ' YR
1nt /d d Ip ( ) |X X/‘ (318)

El Hamiltoniano de interaccién en ec. (BZIE) representa la interacciéon entre dos nucleones mediante
el intercambio de un mesén. En forma andloga a como dos electrones intercambian un fotén mediante
la interaccion electromagnética. En el caso de m = 0, Hjy, corresponde a la de energia potencial de
Coulomb. El potencial por unidad de carga al cuadrado, puede escribirse como

1 e—™r
V(r) = P (3.19)

El potencial en (BI9) recibe el nombre de potencial de Yukawa y corresponde a una interaccién de
rango r ~ 1/m.
En el caso general tenemos que ¢(x) satisface la ecuacién de Klein-Gordon en el espacio libre,

ec. (B2)

0? 9
— — 2
(8152 Vi4+mHeo =0 (3.20)
con solucion,
¢ o exp(ik - x — iwt) (3.21)

que, consistente con la discusién en la seccion 22, ec.(ZhE]l), da lugar a la condicién
m? = w? — k2. (3.22)

De este modo m, puede interpretarse como la masa de la particula ¢. El rango de la interaccién
entre nucleones es de r ~ 2fm. Ver mds detalles en [20)]. La siguiente discusion estd basada en esa
referencia. Yukawa entonces predijo que la masa del mesén debia ser del orden de

1 1 m
T T 2% 10 Bm  1/(1.97 x 1016 GeV 1) ¢ (3.23)
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D np n

n p n 4

Figura 3.1: Intercambio de Yukawa de un sélo ¢

A continuacion Yukawa considero la posibilidad de que el quantum ¢ pudiera ser emitido en la
transicion n — p, a través del proceso

n—p+o¢- (3.24)

donde la conservacién de la carga determina la carga de ¢~. Sin embargo el proceso viola la con-
servacion de la energia ya que m,, = 939.565 56(81) MeV, m, = 938.272 013(23) MeV, de modo que
my, < my 4+ mg, si mg ~ 100MeV, asi esto no puede ocurrir como un proceso real de emissién. Sin
embargo, Yukawa not6 que si (B24]) se combina con el proceso inverso

p+é —n (3.25)

entonces una interaccién n—p podria tomar lugar a través del mecanismo mostrado en la figura B1l(a).
Es decir a través del intercambio de un quantum ¢~ . El otro diagrama compatible con la conservacién
de la carga también aparece en la figura

La relacién de incertidumbre

AEAt >1/2 (3.26)

aplicada a la teorfa de Yukawa [20], brinda un nuevo entendimiento de la relacién entre el rango
y la masa en ec. (B23)). At es el tiempo que el aparato para medir la energia del sistema cuédntico
interactia con el aparato de medida y AE = 1/(2At) es el error minimo que se obtiene en la medida
de la energia, tal que £ = Ey+ AFE. Para que la incertidumbre en la medida de energia sea suficiente

para materializarse en ¢F
1

T oAt

como t es el tiempo que tarda en ir ¢~ de n a p, el aparato debe operar a una escala de tiempos
menores que t para poder detectar la particula

m (3.27)

At ~1/a a>1, (3.28)
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donde r es la separacion entre los nucleones. Entonces
me~ —. (3.29)

Para r ~ 2fm y m = 100 GeV, a > 2. Asi, si el aparato de medida opera a una escala de tiempo del
orden de la mitad de ¢, la incertidumbre resultante en la energia es suficiente para que se produzca el
¢*. Note que a medida que r — o0, la masa de la particula que se intercambia debe ser cero, como
ocurre en el caso electromagnético. El tiempo que tarda en cruzar ¢= en la figura Bl es

At > Ar (3.30)

donde Ar es la distancia que separa los nucleones. Asi

1 1
AE > —

Zoa " A (8:31)

Por ejemplo, para una masa de 1 GeV el rango es de fermis. ( 1 fermi=1 fm). Entonces, si la
particula que media la interaccién es masiva, la correspondiente interaccion es de corto rango.

En el espacio de momentos, la cantidad relevante que representa el intercambio de piones, es la
que aparece en la ec. (BI2) y se conoce como el propagador:

1

propagador: - (3.32)
En el caso electromagnético tendremos simplemente
1/k% (3.33)

Para particulas « incidiendo sobre un metal y siendo dispersadas por un angulo 6 entre q y ¢/, tal
que se satisface la condicién de dispersién eldstica % = q'° (dispersién de Rutherford)

k? = (q—q)* = 2q*(1 — cos ) = 4q* sin* g (3.34)
Entonces

cross section o< —

K2
40
ocsin™" o, (3.35)

que explica la famosa variacion angular de la dispersién de Rutherford, en la cual las particulas «
son dispersadas por los niicleos positivamente cargados del metal. Ver figura
En general tendremos
1

propagador:

donde k = (ko, k)
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Au Au

84 84

Figura 3.2: Dispersion de particulas « a través de una ldmina de oro

3.2. Campos escalares complejos

Algunas consecuencias fisicas interesantes surgen si consideramos un sistema de dos campos es-
calares reales, ¢1 y ¢2, que tengan la misma masa m. Entonces

L= L0 0i0u6n — 5G]+ 5[ 6s0,60 — L’ (337
Si definimos
_O1+idy
6= then (3.38)
* _¢1 - Z¢2
— 7 and (3.39)

V20 =(¢1 +ig)
V29" =(¢y —idy).  Therefore
V2(¢+ ¢7) =261
V2(p — @) =2ighs. Then

¢+
¢ = 7 (3.40)
b =22 (3.41)

3
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Reemplazando la ecuaciones (EZ0) v BT en la ec. [B3T), tenemos
£ =306+ 096+ 6) — 5m?(6+ &)
FL0M(6 ~ 60,0 — 67) — 26— &'V
L 000,0 + °6°0,0 + 20°6°0,0 — M+ 6°%) + 267]
— 110760,0 + 000,67 — 2067 0,0 — (8 + ™) — 20°)

= 140460, — 4]
L =060, ~ 6" (3.42)

De la ec. (L) de la seccién [L3,
De las ecuaciones de Euler-Lagrange para ¢*, usando el Lagrangiano en ec. (B.42)

0

5 { oL } oL

" LO(0uer)] 00t
00" p +m*p =0

(O+m?*)¢ =0, (3.43)

y de la ecuaciones de Euler-Lagrange para ¢,
(O +m?)p* = 0. (3.44)

De este modo tanto ¢, como ¢*, satisfacen la ecuacion de Klein-Gordon.

Estamos ahora interesado en las simetrias internas del Lagrangiano. Entonces la corriente con-
servada puede definida en la seccién [[3, eq. (CZA3)

oL oL
= 5+ 0t ——
50,9 T 50,0
T =R 5+ 66 0 . (3.45)

Ademas de la invarianza de Lorentz, el Lagrangiano en ec, (B842) también es invariante bajo el grupo
de transformaciones U(1) definido en las seccién Z37], pero con una fase constante

U=¢e"Y~1+16.

Entonces
6= ¢ =6~ (L+i0)¢
= ¢ +1i0¢. (3.46)
Entonces,
56 = i (3.47)

5" = —ifo". (3.48)
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Reemplazando en ec. (B23)

JH o —if(p0" ™ — 9" 0" ), (3.49)
Y x
p=J" x —i@(qﬁagt — *2—?). (3.50)
Definimos J* como
T = (60" — g0"6"), (3.51)

Como p puede ser negativo no puede interpretarse como una probalidad, como se hizo con la funcién
de onda de la ecuacién de Scrodinger. Esto presenté un obstaculo en la interpretacién inicial de la
ecuacién de Klein-Gordon. Sin embargo una vez se cuantiza el campo escalar la probabilidad de los
estados cuanticos queda bien definida [T0).

Para interpretar a que corresponde la densidad de la ecuacién de Klein-Gordon para un campo
escalar complejo considere la siguiente solucién a la ec. (B:43))

1
2wl
1 , .

— — [CL ez(wt—k-x) +b*€—z(wt—k-x):| (352)
W

o=

[CL eik-w + b*e—ikm]

w

J

Donde el factor global es una generalizacién de la ec. (L93) para el caso en 3 dimensiones. Sea

_ 1 . )
¢ — — [CL ez(wt—kvx) . b*e—z(wt—kvx)] (353)
w

J

Usando la expresion para T se obtiene para el campo complejo

H=w(a"a+b"b)

P =k((a"a+ ")) (3.54)
Reemplazando en la ecuacion (BZ3)
iwg—?%—z’k-Va_H—mqu:O
(—w® + k> +m*)¢p =0
(w? —k* —m?)¢ = 0. (3.55)

Como era de esperarse, para que la ec. (B52) sea solucién a la ecuacién de Klein-Gordon, w y k
deben satisfacer la ecuacién de energia-momentum de la relatividad especial.
La ec. (B23) también puede escribirse como

db=a¢p" +b"¢” (3.56)
donde,
— 1 i(wt—k-x)
o = 2wL36 (3.57)
1 .
ot = e i(wimkex) (3.58)

V2wl?
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son las soluciones de energia negativa y positiva respectivamente, a la ecuacion de Klein-Gordon, si
w es una cantidad definido positiva. Entonces, si 6 > 0

_ . a¢+ 8¢+*
0 _ (it _
‘]*_Z@ o )
i _ .
= () — (i)
1
= —>0. (3.59)
1
0 _
) == <0, (3.60)
Entonces, la carga conservada es
QF = / d*r J) = +1 (3.61)
1%
Adem4s de la expresion para la energfa del campo en eq. (LE2), y usando la ec. (BZH).
oL oL
T = ———(0,9) + (9,¢" — oML
70,01 " 506,69
=9 0,0 + 0,0 0" — L L (3.62)

Ty = 20°900¢™ — 0" 0 + m* ¢ ¢
= 90ns" — 99" 06+ m*¢*¢

= Pp0y* + Vo* - Vo +m?p* o (3.63)
Ti = 0"¢* 0 + 00¢™ '@ (3.64)
Para ¢t (0 ¢—)
1
TP = W [(—iw)(iw) + (ik) - (—ik) + m?]
= 2:L3 [w? + k> + m?]
T wiB [w2 + wﬂ
- % (3.65)
y
E* = / PrT) =w>0 (3.66)
14
Para ¢+
Ti = i [(Fik;) (Fiw) + (Fiw)(Fik;)]
__k (3.67)

3
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P= / Az Té = -k (3.68)
v
Ademas
9, T =0 (3.69)

Por consiguiente podemos interpretar ¢ como un campo representando a una particula de carga
positiva (campo de frecuencia negativa) y a ¢~ como un campo representando a una particula de
carga negativa (campo de frecuencia positiva). La cantidad conservada debido a la invarianza de fase
corresponde a la carga eléctrica.

Un campo escalar real tendria carga cero de acuerdo a la ec (B50).

Si los campos escalares representan piones el campo escalar real puede representar a un 7,
mientras que el campo escalar complejo junto con su conjugado representarian al 7+ y al 7—. Tenemos
dos casos interesantes

1. Para distancias suficientemente grandes entre piones cargados, las interacciones nucleares serian
despreciables y solo interactuan electromagnéticamente a través del intercambio de fotones.
En este caso los piones cargados serian la fuente de la corriente electromagnética dada en la
ec. (BRd). El andlisis de este caso dard lugar a una Teoria Gauge Local Abelina, representada
por el grupo U(1).

2. A nivel de las interacciones nucleares, los tres piones serian indistinguibles y formarian un
triplete de isospin fuerte que media la interaccién, mientras que el neutréon y el proton formarian
un doblete y serian la fuente de los piones. Esto complementa el modelo de Yukawa presentado
en la secciéon Bl que requeria la existencia de tres piones para mediar la interaccién, el 7+ y
79, El andlisis de este caso dard lugar a una Teoria Gauge Local No Abelina, representada por
el grupo SU(2) y que conserva la carga de isospin fuerte localmente.

3.3. Invarianza gauge local abeliana

Considere la representaciéon del Grupo U(1), que de acuerdo a la seccion 23] es

U(z) = @ (3.70)
En el Lagrangiano en ec. (B:42)
L= (")) 0,0 — m*¢*¢, (3.71)
el término de masa es invariante bajo la transformacion
0= ¢ =Uo
¢ 5o = oU, (3.72)

pero el término cinético no lo es. Sin embargo, si cambiamos J,,, por una derivada covariante D,,, tal
que la derivada covariante del campo transforme como el campo:

Dry % (DFe) = U (D')
(Do) % (DFg)"' = (DFe) U™, (3.73)
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entonces el Lagrangiano obtenido por reemplazo 0" — DH:
L = (D"¢) D'¢p — m?p* o, (3.74)

es invariante bajo el grupo de Transformaciones U(1): £ — L' = L. Diremos en ese caso que el
Lagrangiano, y por consiguiente la Accién, es invariante gauge local bajo U(1).
Desarrollando la ec. (B773)), tenemos que

Dtp — (D'¢) = D*"Up = UD"¢ (3.75)
Por consiguiente
D'U = UDH (3.76)
Dt — (DM = UDFU (3.77)
Las ecs. (BZ3)) no se satisfacen para D* = 0*. Sin embargo, definiendo
D = 9 —igA! (3.78)

Para que las ecs. (B73)) se satisfagan
A Y Aw — g Ayt - ;(8“U)U‘1
= Ar — Lpruyut
g
—Ar — L (ioro)UU
g
1
= A" + 58“9 (3.79)
Asi, el campo A" que se requiere para satisfacer las propiedades de la derivada covariante transforma

justamente como el campo vectorial electromagnético. La ec. (B78) da lugar a la sustitucion minima
del operador de momentum

Veremos que la carga conservada U(1) se puede identificar con la carga eléctrica. Entonces fijamos
g=—e (3.81)
Podemos encontrar que
o= é[D“,D”] (3.82)
ya que
Frrg =L1on —igAr, 9 — igAY)¢
g
= (0"~ igA) (2 —igA) 6 — ("~ igA") (2 —igA") &
= {00~ AN — g0 (A°0) + AP — DD+ AN+ gl (A1) + A"}
:é{(aﬂav — 0" — g (AFAY — A AR g — ig[(0" AY) — (0¥ AM)]¢

— gAY + AV G — AP+ A0}
—[(§" A7) — (9" A") — ig(APAY — AV A)]o (3.83)
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Como A* y AY conmutan
=0l AY — 0" A* (3.84)

Con esta expresion para F'* podemos demostrar su invarianza gauge a partir de la transformacion
de la derivada covariante

(F™) = ’ (D", D"

g
= é (DU UD U
=UFmyU! (3.85)
_
El Lagrangiano mas general es
1
L= (D"¢)" Dup — m?¢p*¢ — ZFWF“V (3.86)

Desarrollando el primer término

(D"¢)" Dy =[(0" +ieA") ¢]" (0, +ieA,) ¢
= (0"¢" — ieA"P") (0 + ieALd)

=0"$*0,¢ + ie A (0'P*)p — ie A" $ 0,0 + 2 AP A, 9" ¢ (3.87)
Por consiguiente el Lagrangiano en ec. (B80) puede escribirse como
1
L= 'Cescalar - ZFW/FMV + ‘Cint (388)
donde
Ling = —ieA,(¢*0 p — ¢p0'd*) + 2 AP A, 0" . (3.89)

El campo vectorial A* aparece como consecuencia de la invarianza gauge del Lagrangiano en ec. (B.74).
En tal caso lo llamaremos un boson gauge.
De las ecuaciones de Euler-Lagrange tenemos

oL oL
o o) 7 =
—0, F" —e|—i(¢*0"¢p — 90" ¢") + 2 A" ¢ ¢] = 0. (3.90)
Las ecuaciones de movimiento para el campo vectorial son entonces
0, F" =ej” (3.91)
donde
= i[9G — (01979 — 2e AFETH = T — 26 G (3.92)

Usando la primera ecuacién en (BZH), tenemos que (D" = 0" + ie A*)

j* =i[¢"D"¢ — (D"¢)" ¢]. (3.93)
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De otro lado, las ecuaciones de movimiento para el campo escalar complejo

=0

5 [ oL }_ oLr
" 100 09
0,(0" + i€, A") — (—m2¢ — ieA, 0" + ? AP A,8) = 0

0,0"p +m?¢ +ied, (A ) + ieA"D,p — 2 AP A, = 0 (3.94)
dan lugar a
(O+m? +U(x))¢p =0, (3.95)
donde
U(x) = ie(A"9, + 0,A") — ?A* A, (3.96)

El operado en el segundo término opera en A, y ¢. A la luz de los resultados la escogencia de la
derivada covariante en la ec. (B78), puede justificarse adicionalmente a partir de la Fuerza de Lorentz
para una particula de carga ¢ moviendose con una velocidad v bajo la influencia tanto del campo
magnético como del campo eléctrico

F =¢E + ¢qv x B. (3.97)

Esta expresién puede ser deriva, a través de las ecuaciones de Hamilton, del Hamiltoniano clasico

1
H=_—"—(p—qA)P+qA 3.98
5 (P = ¢A)" + o (3.98)
1
H —qA’ = —(p —qA)?
q 5, (P —dA)
que a su vez puede obtenerse del Hamiltoniano para una particula libre con el reemplazo

H— H —gA° p—Pp—qA (3.99)

En términos de los operadores H y P, tenemos

0 0 0 . .
Zaﬁza—qfl —iV — —iV — qA
0 o 0 i .
5% — % +igA 0y — 0; —iqA' = 0; + iqA; . (3.100)
De modo que
o' = (0°0,0") — D" = (0° +iqA°, 0" + iqA") = 0" + iqA". (3.101)

3.3.1. Aplicacion a barrera de potencial

Considere una barrera de potencial,

40 — {O A la izquierda de la barrera (Regién I) (3.102)

V' A la derecha de la barrera (Regién II)
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tal como se muestra en la figura B3 Las componentes del campo vectorial son A =0y Ay =V, con
Ay independiente del tiempo pues el potencial es constante. Entonces, de la ec. (B00) tenemos que
para le Regién 11

U(SL’) = ie(A(]&o + 80140) — €2A3
= ie(A%9 + A°Qp) — e* A3

= 2@'6‘/% —*V? (3.103)
' 0
(O+m®+ 2ieV = = e’V =0. (3.104)
Se sugiere que en la Region 1
¢r = AelP=El) 4 B emilp=tED) (3.105)

De acuerdo al cdlculo de la corriente en ec. (BRJ) esta solucién representa particulas con carga
positiva.

La exponencial con coeficiente A representa una onda moviéndose a derecha, mientras que la de
coeficiente B representa una onda moviéndose a izquierda. Para ver esto considere los paquetes de
onda [T0]

e PE) — exp [z (\/m,z — Et)}
Eo+AFE

o dE exp [z (mz . Etﬂ (3.106)

Eo—AFE

seau=FE— FEy <1, entonces £ =u+ FEy, dE =du, E = Ey — AE da lugar a u = —AFE, y

VET = = \/{ut By)? — mi? = \Ju? + 2uBy + B} —m? ~ \/2uE, + p}

WE E E
= poy |1+ 20 e py(1 4 20y = + 22 (3.107)
Do Po Po

donde pg = |po|* = E2 — m?. Para una particula no relativista Ey/py = m/(muwy) = 1/vy. En general

_ Do
Ly

VEE —mZ ~ py + — (3.109)
Vo

Vo (3.108)

sustituyendo en ec. (B-I0)

. AE u
eilpz—Et) _, / du exp {Z [(po + —) z—(u+ Eo)t} } (3.110)
—AE Yo

. AE U
— e”’oz_EOt/ du exp [@ (—z — ut)}
—AE Vo

(3.111)
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eV
o !
eV — F
FE
R LR
region I region II

Figura 3.3: Barrera de potencial

' AE -
— e“”oz_E‘)t/ du exp [zu <— — t)}
—AE Vo
AE
. z — vgt
— e”’oz_EOt/ du exp {w ( 0 )]
—AE Vo

Que corresponde a un pulso de energia Ey y momentum pg moviéndose hacia la derecha Sea

(3.112)

(3.113)

— Vot
g = Z UOUO (3.114)
Entonces AR

. in(nAE

sy = [ apesn=o2nl) (3115)
_AE n
. — vt - t

or = Aez(Poz—Eot)f (%) + Be—l(pOZ-l-Eot)f <Z_|;}70,U0) , (3116)

y vo = po/ Fo. Entonces, la parte con coeficiente A corresponde a un 7 incidente moviendose hacia
la derecha, y la parte con coeficiente B a un 7" reflejado moviendose hacia la izquierda (ver figura
33).

Para la Regién II, consideramos exponenciales de la misma fase que en la regién I pero con el
momentum modificado debido ala presencia del potencial. En la region I las soluciones correspondian
a particulas con J° = J? > 0. En la regién II deberemos calcular los correspondientes j° de la
ec. (B02) e interpretar el signo resultante

¢II _ Ce—i(Pz-l—Et) + Dei(PZ_Et). (3117)



3.3. INVARIANZA GAUGE LOCAL ABELIANA 61

Esta es solucion a la ec. (BI04)

o2 022 ot
(“E*+ P+ m® +2eVE — *V?) ¢y; =0
[—(eV —EP?+P*+m*] ¢;1 =0 (3.118)
de modo que
P =+/(eV — E)2 —m2 (3.119)

Note que P — p cuando V = 0. Si eV — E < m tenemos la soluciéon amortiguada convencional. Sin
embargo, en el caso de una barrera alta eV — EF > m tendremos soluciones oscilatorias. En adelante
nos concentraremos en ésta posibilidad

El célculo de la corriente en la Regién 11, esta dado por j* en la ec. (B92)). Para C =00 D =0,

L L
Q- / dz = / [i[6°0°6 — (8°6") 8] — 2¢ A°6°6) d=
0 0

_ /0 (i[—iE — (iE)] — 2¢V} |6 d-

=200 [ (eV — E)dz = —2|C]PL(eV — E) <0, D=0 (3.120)
—2|D|? [} (eV — E)dz = —2|D]?L(eV — E) <0, C=0 '

y corresponde a una particula cargada negativamente que interpretaremos como un 7~ transmitido,

es decir moviendose hacia la derecha. Esto corresponde a la condicién de frontera D = 0 que da lugar

a una particula 7~ moviéndose a la derecha. En efecto, el paquete de onda es

. — Upt
Qi = Ce—z(Poz-l-Eot)f (ﬂ) , (3121)

Uop

con
Py Py

eV —FEy /P +m?

Note que en el caso V = 0, esta da lugar a un 7+ moviendose a la izquierda como era de esperarse.
De manera que emerge un marco consistente de un particula de masa m y carga —e moviendose
hacia la derecha. Esto corresponde a meson 7. Para completar la descripcién, consideramos un 7+
moviendose a la derecha hacia la barrera como en la figura B3 Esto significa que cualquier mesén
7~ debe ser producido por la interaccién con la pared y viajara hacia la derecha dentro de la regién
I1. De aqui que para la condicién de frontera D = 0, la solucién normalizando A = 1 es [I0]

¢[ — ei(poz—Eot)f (Z - Uot) o PO +p0 e_i(p0Z+E0t)f (Z + Uot) :

(3.122)

U

Vo Py —po Vo

2 . — upt
br1 =~ DR (w) | (3.123)
0 — Po Uo

Este resultado se interpreta diciendo que el pién incidente no solo se dispersa en la barrera (B # 1),
sino que también estimula la barrera para producir un par 777, el 71— viaja dentro de la barrera
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la cual ve como un hueco, mientras que el 7 producido por la barrera viaja hacia la izquierda. Si
J% y 59 son interpretados como la densidad de carga, la interpretacion es consistente y tiene sentido
fisico. La energfa y la carga se conservan [I0].

Example 3.3.1.1
Escriba la ec. (B80) en coordenadas polares.
Sea ¢ = @) p(x)/v/2, con 1 y p reales. Bajo una tranformacién gauge

A — A = AF 4+ l8“«9
g

6 = ez’@(x)einm&? (3.124)

Si fijamos el gauge tal que § = —n, entonces ¢’ = p, y

I Iy A 5 ,
L— L' =[(D) 6] (D) & — (m*6"0) — 7 (F*"Fp)
/ . AN VA Y ,
L— L =0, +igA)) ¢ (0" —igA") ¢’ — (m*¢"¢) — 7 (F*™F)
30+ i9A,) p (0" — igA¥) p— hms? = L (P'F,

En adelante, podemos quitar la prima del campo A*

1
L=10"pdup — tmPp + g?AF A, p* — ZFWFW (3.125)

Aunque este gauge es de poca utilidad en este contexto, serd de mucha utilidad en la discusién
del rompimiento espontaneo de simetria.

3.4. Aplicacién a la mecanica cuantica

De la ecuacién (BOY) podemos obtener la ecuaciéon de Schédinger en presencia de un campo
electromagnético

.\ 2
2m(p —qA)" + qu} 0

?Ilp:[i
’aw— ! (—iV — qA)* + qAg | ¥ (3.126)
Za = % 7 q qAp . .

Que puede reescribirse como

i (— + iqAO) Y= —%(v —iqA)* (3.127)
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Definiendo el cuadrivector

D' = (D', -D)
_ (9 . .
= (at +iqA”, —(V qu))

9 . 10 A
= <§—|—qu ,—0; +igA ))

= (2 +igA°, 0" + z’in)

ot
= o" + 1gA* (3.128)
tenemos 1
iD%) = ——D*) (3.129)
2m

que para A" = 0 se reduce a la ecuacién de Schrodinger para una particula libre. Bajo la transfor-
macién gauge en el campo A* de la ec. (BZ9),

A A0 — A0 1809
q

A—>A’:A+1V9 (3.130)
q

los campos E y B permanecen los mismos. Para que la mecanica cuantica sea consistente con
las ecuaciones de Maxwell es necesario que las transformaciones gauge ([B79) de los potenciales
de Maxwell estén acompanados por una transformacién de la funcién de onda, v» — ', donde v’
satisface la ecuacién

1

~DIO r_ __D/2 /
DY T (U
. 8 ! 1 Rwii AW ! /

Como la forma de la ecuacién ([BI3T]) es exactamente la misma que la forma de (B129) entonces ambas
describen la misma fisica. Si podemos encontrar la forma de ¢’ podemos afirmar que la ec. (BI129)
es covariante gauge, lo que significa que mantiene la misma forma bajo una transformacion gauge.
Como conocemos como transforma A* podemos encontrar cual debe ser el 1" que hace que la ecuacién
(BI3T) sea consistente con (BI29). Vamos a establecer la respuesta y verificarla. El ¢’ requerido es

= =@y (3.132)
Entonces
D'y = [(V —igA) — iV @)y
= (V)@ + POV — igAe? @ — iV h? )y
= OV —igA)y
="(Dy) (3.133)
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Dy’ = D'(D'Y)
= [(V —iqA) — V0] @ (D)
= (V)@ (Dy) 4 @OV (D) — igAe?@ (Dyp) — iV @) (D))
= "V —igA)(Dy)

= 0@ (D)) (3.134)
De la misma manera '
Dy = ) (D) (3.135)
De modo que '
Diip — DMy = @) (DHy) (3.136)

y la derivada covariante del campo transforma como el campo. Tenemos entonces que

iD/Ow/ — _QLD/2¢/
m
1

iei@(z)DOw — __6i€(x)D2w
2m
1
iD") = —— D% (3.137)
2m
En resumen, para
DF = 0" + igA+ (3.138)

y reemplazando # — ¢f tenemos
AF — AV = AP — 9M0(x)
b= =y
DHep — DM = 9@ (Dhy) (3.139)
En este convencién g corresponde al generador de la transformacion y 6 al parametro de la transfor-

macion.
El correspondiente Lagrangiano es (ver ec. (LG3))

= (DY) DY — £ (5D0% — (D)D) — FE
:ﬁ(ai — igAYY* (0" +igA" ) — % (1 + igA%)p — [(8° — iqA®)*]up) — iFWFw
:%(8%* — igA*) (9 + igAp) — % (04 (0% + iqAY) — (" — igA )] — iF“”FW
=ﬁ[6"w*a’¢ +iq(0'Y ) A’ — gy (D) AT + ¢ AT AT Y]

- % [0 (0") — (0" ) + 2iqy P A”] — iF‘“’FW

La corriente se obtiene de la ecuaciones de Euler-Lagrange para A”

L

0, F" = j
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con
oL
—Jv ~9Av
_ {q@b*@b v=0
S [0 ) — 'y — 2iqrp AT v =1

Que incluye el término corriente para una particula cargada y es diferente de la corriente de proba-
bilidad en ec.(C). En otras palabras es la carga eléctrica la que se converva localmente. Note que
para el Lagrangiano de Klein-Gordon de un campo escalar complejo a nivel clasico no esta definida
la probabilidad.

De otro lado las ecuaciones de Euler-Lagrange para el campo 1* son

' 55m] o = | + [sae) ~ov

o) O 9 (Oo1*) o) | ov*
:%%w + %&‘ (0 +1iqA)) — [ﬁ (—iQ(aiw)Ai + quiA%) - %ao¢ + qA%

i L0 A0 Ao
_Qaw + 20 b — qA% + Qm@ (03 + iqAin))

1
=i0pt) + i2q A% + %@' (O +iqA))

. Y [ 2 AT At
+5- [ig(0') A" — * AT A"y]
+ 5 [ig A (0" + igA™)]
=i(0y +iqAo)th + % (0; +1iqA;) (0; +iqA;) o

1
2m

1
1Dgtp = — —D - Dy
2m
1
iDyy = — —D)
2m

Que corresponde a la ec.([BI37), es decir, la ecuacién de Scrodinger con la derivada normal reempla-
zada por la derivada covariante.

3.5. Invarianza gauge local no abeliana

Las interacciones débiles son mediadas por bosones gauges cargados Wj . Qué simetria puede
dar lugar a la aparicién de dichos bosones gauge?
El Lagrangiano invariante de Lorentz para un doblete escalar complejo

o — (f;) , (3.140)

con ¢t y ¢° campos escalares complejos es
L= (0re") 9, —m*®' . (3.141)

donde
ot = (¢~ ¢°), (3.142)
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de modo que
L=0"¢"0,0" —mPp ¢ + 0"¢° 9,0° — m*¢""¢° (3.143)

que corresponde a los Lagrangianos de las particulas escalares compleja ¢ v ¢° de la misma masa.
De modo que este Lagrangiano se puede obtener con una generalizacion similar a la que dio lugar al
Lagrangiano para un campo escalar complejo a partir de dos campos escalares reales. Note que en
este contexto un campo escalar complejo puede ser neutro porque tiene cargas adicionales. En este
caso una carga de isospin débil como veremos méas adelante.

El Lagragiano en ec. (BI43)) es invariante bajo transformaciones globales

(1+igf)¢™ = [1+i(+1)0lo™,  [(1+igf)¢™]" = [1 +i(—=1)0]¢~

. . , \ (3.144)
(1+ig0)¢" = [L +i(0)0]¢° = ¢°, [(1+igf)¢°]" = ¢°

¢ﬁd=ﬂ%w{

Estas ecuaciones se pueden escribir de forma més compacta en términos del Lagrangiano en ec. (B1Z1))

PP =VD=¢Yp (3.145)
donde V' es la matriz 2 x 2
Qe . B (+1 0 B L ((+1)o"
V=e —(1+ZQ9)<I>—<I>+Z(O O)<I>—<I>—i—u9((0)¢0 (3.146)

donde @) es el generador de carga eléctrica. Es claro que el Lagrangiano en ec. (BI41]) es invariante
bajo la transformacién ([BI4H). Si imponemos que la carga eléctrica se conserve localmente

L= (D'®) D, —m?dle - Ly, (3.147)
Expandiendo tenemos, teniendo en cuenta la ec. (B:[GEDH,
L= (0" +ied'QA") (9,0 — ieA,QP) — m*@'® — LFHE,,
= 0'D10,® +ie (PTQA,0"P — (0"D') A,QP) + PTQA*QA, P — m*®T® — 1P F,
= 0"®10,D + e (PT4,Q0"® — (0"P") A,QP) + DIQ?A* A, — m*®T® — 1P F,
= 0'D10,® +ie (PTQI*P — (0"PT) QP) A, + € PTQA* A, — m*®Td — LFHF,
= 0'®19,® + [i®T(eQA,)0"® + h.c| + PTQA*A,® — m*®Td — 1F™F,, (3.148)

Ademas, el Lagrangiano en ec. (BI41]) también es invariante bajo transformaciones SU(2) globa-
les:

%@ =Ud (3.149)
of % (of) = Ut
con
UUT=UU=1 detU=1 (3.150)

'Hasta aquf muchos de los resultados son independientes de la representacién de SU(2) usada y se puede pasar a
la seccién B



3.5. INVARIANZA GAUGE LOCAL NO ABELIANA 67

En general, un elemento del Grupo SU(N) puede escribirse como
U = exp(iT’;) (3.151)

donde 6; son los pardmetros de la transformaciéon y 77 corresponden a los N? — 1 generadores del
Grupo. Estos generadores deben ser hermiticos, de traza nula, es decir

TrT'=0 T'=T (3.152)

y satisfacer el algebra o
[T, T7) = ifiuT" (3.153)
donde a fji, i, 7,k =1,..., N*—1, se les llama constantes de estructura del Grupo y son antisimétri-

cas en todos los indices.
Una representacién del grupo SU(2) se puede obtener con las matrices de Pauli 2 x 2 [I5], que
satisfacen el algebra

k

Ti Tj . T
|i§, 5:| = ZEijk? (3154)

L ((1) (1)) L (S 6@) . ((1) _01) (3.155)

dividas por dos, corresponden a los generadores del Grupo. Las constantes de estructura del Grupo
corresponden a €;;,. Como los generadores no conmutan, SU(2) es un Grupo de Lie no Abeliano.
Definiendo los generadores de SU(2) como

donde 7

T = % (3.156)

un elemento del Grupo puede escribirse como
i

U=eT% 144700, =1+ %9 . (3.157)

Como antes, 6; es el parametro de la transformacién. Siempre que sea posible intentaremos expresar
los resultados independiente de la representacion para usarlos de nuevo en la secciéon B
Las matrices de Pauli y por consiguiente 7T} satisfacen

T

Tz’ =T;
Tr(r;) =0 (3.158)
Ademés
det (Tz) = —1

{TZ’,T]‘} = 252] I = Ti2 =17
Tr (t'77) = 267

Para demostrar la ultima propiedad por ejemplo, tenemos del anticonmutador que
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TiTj + TjTZ‘ = 252]

Tr(rr + 7j7) = 28;; Tr I
Tr(rym;) + Tr(r1;) = 49,5
Tr(r1;) + Tr(rmy) = 46,5

2Tr(my;) = 4045
Tr(77;) = 265

El campo ® corresponde a un doblete de SU(2). Este grupo SU(2), con algunas modificaciones que
no afectan la actual descripcién, serd usado para generar las interacciones débiles, de forma analoga
a como el grupo U(1) se uso para generar las interacciones electromagnéticas. Es decir a partir del
principio gauge local. De momento, cada componente del doblete tiene una carga de isospin débil
que se conserva globalmente y que corresponde a

1

T = 2@ = ( 5?+0) . (3.160)
2 —30

Es decir ¢ tiene isospin débil 1/2 y ¢ —1/2.

En esta seccién analizaremos la posibilidad de convertir la invarianza gauge global no abeliana a
una invarianza gauge local. En la proxima seccién se convertiran todas las invarianzas gauge globales
del Lagrangiano a locales.

Como en el caso Abeliano, ahora requeriremos que la Accién también sea invariante bajo trans-
formaciones locales SU(2), de modo que 6; = 0;(z). Ya que tenemos tres parametros gauge 0;(z) esto
requiere la introduccién de 3 campos gauge W/, y la derivada covariante es ahora una matriz 2 x 2:

O — D' = " — igT'W} = 0" — igW*, (3.161)

donde O* = I - 0" y W* es una matriz 2 X 2 de componentes

7= (5) wr. (3.162)
ab
Ademas
WH = WH, (3.163)

El Lagrangiano invariante gauge local bajo SU(2) es
L= (D'®) D,d — m*oie, (3.164)
Muchas de las ecuaciones en seccién aplican igualmente aqui. Tenemos que
¢ — P =U
of — o = otyt
D,® — (D,®) =U(D,®)
D,o" — (D,®)" = (D,®) U, (3.165)
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Ademas
P~ (1+iT0)0 = b= — & ~iT"0;® (3.166)
Entonces
L— L = (Do) (D,®) — m2d' e’
= (p*o)' UTUD,® — m*otUTU®

=L, (3.167)
y el Lagrangiano, y por consiguiente la accién, es invariante bajo transformaciones gauge locales
SU(2)
De la definicién de derivada covariante:
D — (D) = UDUT. (3.168)
Las matrices W* transforman como
we Y wry = uweot — Loyt (3.169)
g
Entonces
TW™ ~(1 + i6,T9)T*WE (1 — i, T") — é[i(@“&m)Tm(l —i6,T™)]
—(T* + 0, TIT*)(1 — O T YW — 2[i(0"0,)T™(1 — 6, T™)]
g
: 1
[T — 0T + 0, TV TFIWL + =T 00,
g
=[T* —i0;(T*T9 — TIT*) W} + leaﬂem
g
) o 1 .
=T'W} —i(ie™TYW0; + =T'0"0;
g
) 1 -
=T" (VVZ-” + ;0"6’,- + e’k]W,ij) (3.170)
de donde
1 .
Wh — W =W} + gaﬂei + eIFWEG, (3.171)

que se reduce al caso Abeliano (BJ) cuando las constates de estructura son cero. Como era de
esperarse cada campo gauge tiene asociado un pardmetro de transformacién gauge 6;(x).
Podemos introducir el tensor de intensidad del campo gauge a partir la ec. (B:80])

whr = Lipr pv] (3.172)

Q| =

De la ec. (B34)
W gAY — W — ig(WHIW” — T/
—OMWY — W — ig[ W W] (3.173)
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Usando la ec. (BI62), y la ec. (BI54)

W :Ti(auv[/iu — W) —ig [Ti’Tj} VVZ-“VV;’
=T ("W} — 0"W!) — ig (ieuT) WIW)
=T ("W} — W) + geiu T"WIWY,
=T"W}" (3.174)

donde
WH = FWY — "W + g EijkW]HWl:’ (3.175)

que se reduce a la forma usual cuando las constantes de estructura del Grupo son cero. Usando la

ec. (BX0)
W — (W) = UWwmUT, (3.176)

De modo que la traza de W*'W,,

Tr(WHW,,) — Tr(W’“VW[w) = Tr(UW*UTUW,,U") = Te(UTUW*UTUW,,) = Te(W*W,,),
(3.177)
es invariante. Ademds Usando la ec. (B159), podemos obtener el Lagragiano libre invariante gauge
del los campos W/

£W = —% Tr (WMVWMV)
= —3 T (r'ry) WHW,
_ _1gi v j
= 3w,
= _iVViMVW/iV
Ly =—iWM"W,

p

(3.178)

que ademas de los términos cinéticos usuales, da lugar a términos de auto-interaccién entre los
bosones gauge. Esta es una caracterfstica del cardcter no Abeliano de la simetria SU(2).

Por consiguiente, la Accién mds general para los campos ® y W/ invariante gauge local SU(2)
estd dada por el Lagrangiano

L= (D"d)' D,® - m*d'd — L v (WHW,,) (3.179)
Expandiendo tenemos, teniendo en cuenta la ec. (B:HBDE,

L= (0"t +igd!W*T) (9, — igW, @) — m*®'d — I Tr (WH'W,,)
= 0"®19,® +ig (W, 10" d — (6T W,®) + g*@'WH W, & — m*®ie — LW,
L=0"0'0,® +ig (PTW,0"0 — (0"0T) W, D) + g*®TWHW,® — m*®Td — W/ W), . (3.180)

2Hasta aqui muchos de los resultados son independientes de la representacién de SU(2) usada y se puede pasar a
la seccién B



3.5. INVARIANZA GAUGE LOCAL NO ABELIANA 71

De la ec. (BI62), tenemos que W, es

10 N 1(0 =iN,e 1[1 0\,
W“_§<1 0)wu+§<i O)wﬁﬁ(o _1)wu

Wl —iWw?
w3 V2 —t—*
1 M
T2 W, +iW; ?
1L/ W3 Jewr
= _ H H
T2 (\/EW; Wy ) ‘ (3.181)

Siempre que no haya lugar a confusion, es costumbre no poner el indice i a los campos vectoriales
componentes de W*#  de modo que

1 W3 VoWt #
wo_
V=3 (\/ﬁw— —W3) ' (3.182)

Ya que

3 + +
20'W,0"® = (¢ ") (ngw— \/—§VVVV3) (giﬁo)
“w

= (¢"W3 + V20" W V29 W — ¢ W) @Z%)

= ¢~ (0"¢") W2+ V20" (0"0) W, + V2 (0"¢") o~ W — (0"¢") "' W2 (3.183)

2010TW, 0 = (0"¢7) ¢TWS + V2 (0"0”) 6T W, + V2 (9"¢7) "W, — (0"¢°7) ¢"W2.  (3.184)

Usando estas ecuaciones, los términos de interacciones entre dos campos escalares y un boson gauge
se puede escribir como

L =ig (TW,0"® — (0"0T) W, D)
Ly = gJh W, + (9JLWi +he), (3.185)

donde J*

nc’

J¥ son las corrientes neutras y las corrientes cargadas respectivamente, dadas por

25 =i o7 (9"07) — (9"¢7) ¢7] =i [(9"9") " — (9"6") 6]

2 J% =iv2[(0"¢°) ¢~ — (0"¢7) ¢"] . (3.186)
Como
wewy - LW Vet w3 V2w "
P \Vew s —wB ) Vow - -
=1 (W;Wj + ijwﬂ‘) A, (3.187)
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entonces
L, =g* ' WHW,
=1g> (WEW2 +2W W ") (679" + ¢""¢")
1P (WEW2o— g™ + WEW 26" ¢ + 2W T WH ¢~ + 2W W2 ¢) (3.188)
corresponde a términos de interaccion cuarticas entre los campos escalares y los campos gauge.
Usando las ecs. (BI8H), BIRY) y (BI7Y), el Lagrangiano en la ec. (BI80) se puede escribir cémo
L=Ly+t+ Lo+ L3+ Ly+ Lyy. (3.189)
Donde
Lyt = 0"dT0,07 —m¢T e~
Lo = 0"¢"0,0° —m?¢” ¢°, (3.190)
La Accién definida por el Lagrangiano en ec. (BI89) es invariante bajo el grupo U(1)g, definido por
¢+ _ (¢+)/ _ ein(x)q+¢+
00— (%) = M0 x ¢° + in(x) god” = ¢, (3.191)

donde, usando el mismo lenguaje que en el caso no Abeliano, ¢, (a = +,0) es el generador del Grupo
U(1)g, que se interpreta como la carga eléctrica: ¢¢® = ¢,¢® (no hay suma sobre «). Esto resulté ser
una simetria accidental del Lagrangiano propuesto y sélo se mantiene a nivel global. Si queremos
que la carga eléctrica se converve localmente debemos llevar la invarianza gauge abelina gloabal a
una local de modo que tengamos el Grupo gauge local SU(2) x U(1) correspondiente a un grupo
semisimple

3.6. Invarianza gauge local para un grupo semisimple

El superindice en el doblete escalar puede ser interpretado como carga eléctrica (en unidades de
e) si bajo el operador diagonal de carga

-6 DE)-6)-(5) o

+1 0
QP = ( 0 0) ® (3.193)

de modo que

En esta seccién impondremos que las transformaciones bajo el grupo semisimple SU(2) xU(1)y D
U(1)g, dejen invariante la Accién definida por el Lagrangiano en ec. (BIZ9).

Para el caso Abeliano usaremos la misma estructura de la derivada covariante en ec. (BI61]) donde
el coeficiente del campo gauge contiene el acoplamientos gauge y el generador de las transformaciones
correspondientes. El doblete escalar complejo debe transformar bajo U(1)y como

) +
¢ U(_l))Y q)/ _ 67,aY ((20) ~ +iOéYq>®, (3194)
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de modo que la hipercarga Y debe ser la misma para las dos componentes del doblete.
El efecto de la transformacion completa SU(2) x U(1)y es

SU2)xU(1)y
—

i) P = TV D, (3.195)

Para que la Accién definida por el Lagrangiano en ec. (BI40]) sea invariante gauge local bajo
SU(2) x U(1)y, debemos cambiar la derivada normal por la derivada covariante:

o' — D' = 0" —igT'W} — ig'Y B*,
= 0" —igT" Wi — igT* Wy — igT'W} —ig'y B,

i %QW§+QIYB“ X A9V . (3.196)

y, adicionar todos los términos invariantes gauge asociados a los campos ¢, W*#, y BH:
L= (D"®)' D, ® - m*d'd — L T (W™W,,) — 1B B,, (3.197)
Expandiendo
L =[0"0" + i@ (gT'W/' + ¢'Y BM)][0,® — i(gT"W, + ¢'Y B,)®] — m*®'®
— %Tr (WH'W,) — iB’“’BW
=0"®19,® + i (gT" W/ + g'Y B*)9,® — i0"®' (¢T"W, + ¢'Y B,)®
+ O (gT' W + g'YB“)(gTiW; +¢'YB,)® - m?®'d
— LT (WPW,,) — 1B B, (3.198)

Las nuevas corrientes se puede obtener de:

1 3 / 1 +
£oipt (29 e OV B g D
ﬁgWN _igWM +gYBu
. %ng +¢'YB, %QW: o
%gWM‘ —3gWi+g'YB,
ol 1gW? + ¢'Y'B, Lot sgWi + g’y B W & (3199)
IV, —sgW2+g'YB, W —3gWi + ¢g'Y B '

Para las corrientes involucrando tres campos tenemos
L Di <¢‘(%ng +9'YB,) + J590"W, 596" W, + ¢ (—39W; + g’YBN)) P
— (8%—(%91/1/3 +gYB,) + g0t W, Lgorem Wit + 0n6” (—5gWi + g’YBH)) o
Si{l¢™(59W; + g'Y By) + 7590 W10 ¢" + [G596™W,[ + ¢ (—39W,; + g'Y B,)]0" ¢}

. — * _ _ * 1
— i{[0"6™GgW + gV B,) + J590" 0" W lo" + [J500"6 W, + 06" (=59 W, + g'Y B,
(3.200)
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Las interacciones neutras de tres campos corresponden a
Lo =i {(b— (au¢+) _ (8%)‘) ¢+} < W3 + ¢'YeB ) [(8“¢0) @O — (8“¢0*) ¢0} <—%W5 —i—g/Yq)BH)
(3.201)

Como el fotén no se acopla con particulas neutras definimos
w3 cosby sinby\ [(Z
p) — 1
<Bu) (— sin Oy, cos GW) (Au> (3.202)

Luc=i [0 (097) = (0"97) 6% | S cos b Zu + sin by A,) + g'Ya(—sin Oy Z, + cos A,
+i [(0"6°) ¢ — (9¢°7) ¢°] [——(cosewz o 5in Oy Ay) + Vo~ sin Oy Z, + cos O Ay

=i [¢p” (0"¢T) — (8"97) ¢T] (39 cos by — ¢'Yosinby)Z, + (3gsinby + g'Ye cos Oy ) A,]
+1i [(8"¢°) o (8“¢0*) ¢°] [(—1gcosby — g'Yosinby)Z, + (—1gsin Oy + ¢'Vo cos by ) A,]

(3.203)
Comparando con el Lagragiano para la interaccion electromagnética en la ec. (B89) (g = e)
Lpy D ie(¢p~ Mot — ¢t o)A, (3.204)
Tenemos las dos ecuaciones
%g sin Oy + Yag cosfy = e
—3gsin by + Yogq' cos Oy =0 (3.205)
Con solucion
gsinfy = e 2Y3q cosOy = e (3.206)
Fijando
1
Yo = 5 (3.207)
tenemos
gsinfy = g’ cosby = e (3.208)
sustituyendo en ([B2[H) y teniendo en cuenta la ec. (BI193)
! +Ys =+1
2 T
1
——+Yy =0
g e
T3 +Ye =Q (3.209)

Podemos escribir el operador de carga en términos del isospin y la hipercarga, relacion que se conoce
como la férmula de Gell-man-Nishijima

Q=Ts+Y (3.210)
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Reemplazando la ec. (B208)) en ec. (B203))

Lo =ie [6~ (0°6%) — (067) ¢°] % + y¢] A,

ielo r6") - (o) o] ;oo - Vet
ie [(0°07) 6" — (@67 o) | ymn 4 TR 7, (.211)
Usando Yy = 1/2
Lo =ic [¢7 (0"07) — (9"67) '] A,
Fis— e; g 107 (@07) = (067) 7] (cos” by — sin” buy) 2,
g (@0°) & — (26”) &) 2,
=ie [¢7 (9"¢") = (9"¢7) ¢*] A,
Fig oo 07 (0467) = (9"97) 7] (1~ 250 ) 2,
'3 o 9; g [(9767) 67 = (967) €] 2,
=eJpndn + 5 9; - IncZu (3.212)
donde J&, esté dado por la ec. (B51)
Jon = i(¢70"¢" — ¢ 0"¢7). (3.213)
Sic =i[07 (9"0") — (9"97) 67] (1 — 2sin ) —i [(9"9°) 6" — (9"6") o] (3.214)

Otra forma de obtener el mismo resultado es escribiendo el Lagrangiano de forma més compacta
partiendo de la ec. (B199), cuya parte diagonal es

3 3
Lo [z’(I)T (g%mf‘ +4Y- IB”) 9,® — io* ot <g%W§‘ +4Y- [B“) @}

3
D [z'(IDT (g%Wiff +4Y - IB”) 0, + h.c] (3.215)

Usando la ec. [B202)
gT* W + g'Y B* =gT?(cos Oy Z" + sin Oy A*) + g'Y (— sin Oy Z* + cos Oy A*)
= (gT3 sin Oy + ¢'Y cos HW) Ar 4 (gT3 cos by — ¢'Y sin HW) ZF

Para que Lagrangiano incluya la conservacion local de carga eléctrica debe contener el Lagrangiano
de la ec.[BTAR) (el término en e? se analiza en el problema Bl B). Entonces

T3 sin Oy + ¢'Y cos Oy = eQ (3.216)
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Esto se consigue si

gsinfy = g’ cosby =e T°+Y =Q (3.217)
de modo que
1
Yo = 3 (3.218)
Entonces
GTWE + g YBr =eQAr + ¢ (7950 _ySn0w ]
sin Oy cos Oy
=eQ A" + .; (T3 cos? Oy — Y sin? HW) ZH
sin By cos Oy
e
=eQA" + ————— [T — (T3 + Y) sin? Oy, | Z*
QA" + sin Oy cos Oy [ ( * )sm W]
— H 3 _ 102 H
eQA! + ETE—— (T% — Qsin* 6w ) Z (3.219)
Entonces
e®TQ0,DA" + i ‘ o (73 — 2Q sin®Oy) 9,8 2" + h. 22
L 2ied'Q0, +ig —— (7 Qsin® Oy ) 0, +h.c (3.220)
Expandiendo obtenemos la ec. (B22Z12)
LD el A+ JRaZ, (3.221)

2 sin Oy cos Oy

Teniendo en cuenta las interacciones de cuatro campos, ver ec.([B263), tenemos

e

LD ejly A, + JhZ, (3.222)

2 sin By cos Oy

donde
g = (60" 6T — 10" G7) + 2e67 Gt A (3.223)

que corresponde a la ec. (B02).
A este nivel todos los campos gauge son no masivos. Note que las corrientes cargadas son las
mismas que en la seccién B

3.7. & como un triplete de SU(2)

Si @ transforma como un triplete de SU(2)H

b1 ¢
3 ¢’

3® también puede escribirse como una matriz 2 x 2.



3.7. ® COMO UN TRIPLETE DE SU(2) 77

siendo ¢; campos complejos, el Lagrangiano en la ec. (B141]) queda invariante bajo las transformacién
gauge local

P —d' = XP = exp(i¥'0;)P (3.225)
donde 3; son la matrices 3 x 3 generadores de SU(2) en la representaciéon adjunta
(i)jr = —ieijp (3.226)
Debemos comprobar que

[Ei, Ej] = iEijkzk

(54, Bl = €0k (Ek)im (3.227)
Ya que
(3i2)im = () i(X))km = —€itk€jkm = €itk€imk = 0ijOum — dim0yj
—(E;5)im = —(E)(E) km = €ik€ikm = —€jik€imk = —0ji0tm + 0jmOu (3.228)
Entonces

(2, Ej]im =(E25 = Z5 %) im
:6il5jm - 5im5jl
=€ijkElmk
=1€;jk(—1€k1m)
=€k (2k)im (3.229)
Algunas propiedades de X son

[(S)u)' = [(Si)wg]” = (—ieany)” = i€ = —iesn = ()
S (3.230)

TrY; = Z(Ei)jj = ZiEijj =0 (3.231)

J J

Por lo que ¥; es una representacion del grupo SU(2) en términos de matrices 3 x 3. Usando la

ec. BZX)

Tr(Si%) = ) (S8)ke = (050 — 6ixdje) = 30i; — 85 = 20 (3.232)
k k

Expandiendo la ec. (822H), obtenemos el resultado de la ec. (BIGG)
6P ~ i%;0'P
S~ —0 x ¢ (3.233)
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Esto corresponde a una rotacién en el espacio de tres dimensiones de isospin. |@] corresponde al
dngulo de rotacién, y 0/|6]| es el eje de rotacion [23]. El cardcter no Abeliano del grupo proviene del
hecho de que el producto vectorial en el espacio de isospin es no conmutativo.

Bajo la transformacién (B22H) o su version infinitesimal anterior el Lagrangiano

L= (D"®)'D,® — m*o'®. (3.234)
es invariante gauge local, donde

D' = " — igWH = O — igZ' W}

y
WH =xWH
(W) = — e Wl (3.235)
y sélo contiene entradas no diagonales.
(W) = —dezs Wy = =iy (3.236)

La ec. (BIZ) se mantiene igual

1 .
OW'y ~ 00i WGy

SW ~Lore - W x 0 (3.237)
g
Entonces
DHd = (0" — igZiVVi”)(I)
(D“)ak% = (010" — ig(S) W) b
(DM)] = ( ]ka - gezykW )¢k
(Du)J = ( 0, 0" "‘QEJsz )0,
(D“)gmk = 0;,0" P + g(WH X @),
Entonces
Dl =0"p+ gWH x ¢ (3.238)
Ademés

(D*®)T = OT (0" 4 igZ' W)
[(D®)1]; = (6;60" 5, + geijnd W)

[(D"®)T]; = (6;10" by + genitiW}') (3.239)
(D)l = 99" + g™ x W (3.240)
La definicion de W* queda
Wh = Sy

(3.241)
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con W/ dado por la ec. (BI7H)
W = WY — 0"W" + gWH x W” (3.242)
Sin embargo, debido a la ec. (B:232)
—é Tr(WHW,,) = —iWi"“’Wﬁy (3.243)
De acuerdo a la ec. (BIZG), W* transforma como
WH — (W) = XWhr Xt
~ (1 +i%70;,)WH (1 —i%key)
~ WH 4 i, SIWH — i, W s
de modo que
YW — (WY = STWH 400, SIS W — i, WY
= (X' 40,575 — 0, 'S YW
— (S — it [, W
= (3" — b, (i, ")) W}
= SW + 06, S W
= X'WH + X061 W
= YW — S0, W
entonces
S(WH) = —0 x WH (3.244)
y WH transforma como el campo ¢.

El Lagrangiano invariante gauge local es entonces, a partir de la ec. (BIIS0) que sigue siendo
vélida si tenemos en cuanta la nueva traza en ec. (B243)

L =0"010,® +ig (PTW,0"® — (0"0T) W,®) + g°@TWHW,® — m*®T® — L Tr (WHW,,)
=0" " 0us + g [67 (k)W 0" by — (8"9™) (Sk) W]
+ 520" (S1)i (20) jmWE Wi — m?¢* 0" — sWI"W,
=0"e" - 0Pty [¢*i€kijwjau¢j - (8’%”) GkijW5¢j]
— G20 i€ im W Wi — m* @™ - ¢ — TWIW),
=0"¢" - 0up — g [0 e W06 — (9"6™) ;Wi o]
+ G0 epigeumWEW i — m* ™ - o — LWH'W (3.245)
donde
WEW, =(0"W} — 0"WE + g e WI W (0.W) — O,W): + g eamW W)
=("W} — "W (8. W] — O, W)
+ glewm (W) — WY YWIW + €510, W, — O,W, ) WHWY]
+ g2€ijk€ilmM/JHWkVW;iWT
=(0"W} = W8, W,, — 8,W)) + 2g€i1(0, W), — 0,W )W WY
+ gPeijpamWIWEWIWT (3.246)
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Las ecuaciones de movimiento son

oL } oL _, (3.247)

o gy~ o =

oc 1 1 9
On [a@m‘)] = [a@m‘)”" Wﬂ"}

= — 0u(0"W} = 0"WY)

1 0 i i atr/B
- 39 {20577y b0 o wiwi
— 8ﬂ(8ﬂml/ - 8VWiV)
1 atr/B
— 18“ {29 [€ij%(0padus — 0us0ua)] WiW, }

1
= — 8u(8MVVZ-V — 8VWZ-V) — Zﬁu {2g (EijijHW]: — EijkW]yWE)}

oL o V V
g {8(@1/[/2‘)] = OuOTWE = OV - Zau {29 (eijsWHEWY — €Wy Wf)}

1
- — 8u(8‘uWiy — 8VWZ-V) — Zﬁu {2g (EZ]kW]“W]: + EUkW]:W]u)}
= — 0, ("W — W) — By, (gesuWIWY)
= — 0, [(0"W” — 0"W") + gW* x W"],

Finalmente
oL u
= | =— w— 9 (W), .24
0 |G| = oW = 0w (3.245)
De manera que al igual que en el caso Abeliano
0 o
—WHW! = 4WH 24
g Wi =AW (3249)
De otro lado, usando la técnica, por ejemplo
a 14 m a 14 m
W [Eilm(ﬁ'uWi )WZLWV } = W [Eilm(8 VVf)WiWH }
v anf m v l anf
= €nim (" WW + € (0" W)W, (3.250)
Tenemos
oL

T oW =g [Cb*nemjau%' —(0"¢™") €nij 5] — 92(¢*n€mj€lmjVVlV¢m + ¢*n€knj€iijkV¢m)

+ == [enji (0" W — O"WEYW + €nin (0" WL — 8“W,Z)Wf]

1% v m w l v v o m w l
+ (Enik€nlka VVl WH + €nji€nlij Wqu —+ EnjkEniij Wk WI/V‘u + Enjk‘fnlin W,:Wu)

NN
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Wi

— g [€nji0*" 0" Bj — €nji (0"0*") &) — 9P [0™" €inj (€tmi W Om) + Gm€imy (€rn W &™)

2 |
+ e, ("W = " WEYWI — (WY — FWEYWH]

s}

NS

o v m w m v v k v k
+ (Enik€nlka VVl WM -+ Enkienmka WM VVI + Enlmem'km/[ WWﬁWM + EnmlenkiW#bVV[ WM>

owi

— g l€nji0™" 0" ¢ — €nji (0"0™) &3] — P10 €in (€tmi W) Om) + Gm€imi (€kni Wi &™)

29 v v / v v / v m
+ Z[Enji(&uwn -0 W#)Wg + enji(a“Wn -0 W#)Wg] + 92€mk€nlmW]5VVl WH
= — g[€,ji0™" 0" P; — €; (0"9™") d;] — 92[¢*n€inj(€lmjmy¢m) + Pum€im; (€rni Wi ¢™")]
+ glen;i(O"W, — " WIYWI] + gPeninenim WL W/ W

oWi

—9(¢" X 0"P+0"9" X $)i — g*[einj®" (W X @) + €imjbin (W x ¢7),]
+ g[(O*W” — "WH) x W ]; + g (WY x WH), W)
=—g(¢" x "P+0"P" x b)i + g[eijn(W” X 6);0™" + €ijn (W X @) ]
+ g[("WY — 0"W*H) x W, |; — gPenii( W x WH), W)

=gl X DGO X B+ PUW X §) x &+ (WY x 6) x 6l
+ g[(O"W" — "WH) x W], — ¢*[(W” x WH) x W ];
= —g{¢" x P+ 0P x & — g[(W" x ¢") x &+ (W" x ¢) x ¢']};
— g{[("W" — 9"W") + gW* x WH] x W, };

Finalmente

oL
= gl X PG G X b~ g[(W X §) X b+ (W x ) x 7]} — g(W x W),
(3.251)

Combinando las ecuaciones (B221)) y (B248) en la ec. (B247), tenemos

—0,WH + gWH x W, = g{¢" x "p + 0"¢" x ¢ — g[(W" x ¢") x ¢ + (W" x ¢) x ¢"]}
QW — gWH x W, = —g[@" x ("¢ + gW" X @) — (0"¢" + g¢* x W) X ¢]
F*'Wp + gWH x W, = —g[¢" X (0,0 + gW, X @) — (9,0" + g¢" x gW,) X @] (3.252)
De las ecs. (B23)) y (B240)
D'W,, = —gl¢" x D, — (D,9)' x ¢] = —g]J, (3.253)
Note que si ¢ es real

D'W,, = g(Dy) x ¢ (3.254)
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Este caso corresponde al de una simetria SO(3) [23].
Mientras que las ecuaciones de Maxwell son lineales en A*| las ecuaciones ([B253) es no lineal en
W*#. En usencia de materia (¢ — 0) las ecuaciones de Maxwell se reducen a

0, F" =0, (3.255)
indicando que no hay término de fuente para el campo electromagnético. En el caso no Abeliano
D,W" =0 = 9,W" = —gW, x WH (3.256)

indicando que el campo WH actiia como la fuente de si mismo. Esto se debe a que el campo WH*
lleva carga de isospin, a diferencia del campo A* que no lleva carga eléctrica.

De otro lado las ecuaciones homogéneas de Maxwell dan lugar a que V - B = 0 y a la ausencia
de monopolos magnéticos. En este caso se puede demostrar que

D WH - DVWM 4 DFWA =, (3.257)

se sigue que V - B # 0, donde B es el isovector de induccion magnética. Esto da lugar a la existencia
de monopolos magnéticos de isospin.

Al igual que en el caso Abeliano, sin embargo, el campo W* sigue siendo sin masa.

Aunque la teoria que hemos desarrollado es puramente matematica, comparte muchas cosas en
comun con las simetrias gauge no abelianas usadas en la construccién del Modelo Estandar de las
particulas elementales.

3.8. Problemas

3.1 Compruebe si es posible construir un doblete escalar donde ambas campos sean cargados res-
petando la invarianza SU(2) x U(1)y. La solucién es Y = 3/2

3.2 Demuestre que la ecuacién de movimiento en ec. (B04)
0,0"¢ + m>¢ + ied, (A" ¢) + ic A D,p — 2 AP A9 = 0

puede escribirse como
(D, D" —m?*)¢ =0 (3.258)

es decir, partiendo de la ecuacion de movimento para el campo libre con el reemplazo 0* — D*.

3.3 A partir del Lagrangiano en ec. (BI31I)
3.4 Demuestre que D',)"¢' = U(D,"9)
D,"¢ =(UD,UN"Ug
=UD,UUD U ... UDUUD,U Ug

Vo
n—factors

—U(D,"9) (3.259)
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3.5 Muestre que

a)
- . ¢0*
D =ind* = (—¢_) (3.260)

b) el Lagrangiano (B143) puede escribirse también como
L=0"d19,d —m?dld (3.261)

De modo que ¢ y ® pertenecen a la misma representacién de SU (2)H

c) el Lagrangiano (B143) puede escribirse también como
L = e0" 0?0, P’ — mPey, D (3.262)
3.6 Muestre que los términos de interaccién de 4 campos en la ec.(BI98) incluyen

Lo’y ¢t AFA, (3.263)

L OV (gT'W}' + ¢Y B*)(gT'W,, + ¢'Y B,)®
=M (gT"W{' + gT*WE) + gT°Wi + 'Y B[(gT'W,, + gT*W2) + gT°W) + g'Y B,|®
=0 (gT' W + gT*W3')? + (¢T°W§ + ¢'Y B*)?
+ (gT' WY + gT* W) (gT°W, + 'Y B,) + (gT°WE + ¢ Y B*)(gT'W,, + gT*W )@
=0 [(gT"W{' + gT°Wy')* + (¢T°W§ + g'Y B*)?
+ T, T YWIW, + {12 T°YWEW) + 29¢'T'Y W' B, + 294 T*Y W§'B,|®
=0 [(gT" W} + gT*Wi)? + (¢T°W + ¢'Y B*)? + 294" (T'W{ + T*WJ)Y B,|®  (3.264)

Entonces, usando la ec.([3219)
L OO (gT*WH + ¢'Y B*)*®

=df[eQA" + ‘ (T? — Qsin® by ) Z*]°®

sin Oy cos Oy
De20TQ?PA* A,
=e2®TQP A" A,
=e2pTpArA, (3.265)

3.7 Muestre que el Lagrangiano en ec. (B:245) puede escribirse escalares en el espacio SU(2)

4En SU(2) las representaciones 2 y 2 son equivlantes
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