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Motivacion

Leonhard Euler, Abril 15, 1707 —
Septiembre 7, 1783

[...]and invented the calculus of variations
including its most well-known result, the
Euler-Lagrange equation.[1]
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Motivacion

Principio de Minima Accién

Después de una introduccién, haremos un recuento histérico de las ideas que Ilevaron a
la formulacién del Principio de Minima Accidn, el cual da lugar a las ecuaciones de
Euler-Lagrange, estableciendo la importancia que tiene en la Fisica Moderna.
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Motivacion

Principio de Minima Accién

Después de una introduccién, haremos un recuento histérico de las ideas que llevaron a
la formulacién del Principio de Minima Accidn, el cual da lugar a las ecuaciones de
Euler-Lagrange, estableciendo la importancia que tiene en la Fisica Moderna.

Modelo Estandar de las particulas elementales
El principio de minima accién cobré fuerza en el desarrollo de la Fisica Moderna debido a

@ Su invarianza con respecto a las transformaciones de Lorentz de la relatividad
especial

@ Su relacién con las simetrias y leyes de conservacién a través del teorema de
Noether

@ Su explicacién con la formulacién de la mecanica cudntica en términos de integrales
de camino

Todos estos elementos son usados en la formulacién de la Teoria Cudntica de Campos,
que es la base del Modelo Estandar de las particulas elementales.
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Un principio de accién es un método para reformular las ecuaciones de movimiento
diferenciales para un sistema fisico cémo una ecuacién integral equivalente.

A nivel clasico

2 tr
Fo pdx o 5:/ Ldt
if

i

GFIF Group (UdeA) Tricentenario del nacimiento



Un principio de accién es un método para reformular las ecuaciones de movimiento
diferenciales para un sistema fisico cémo una ecuacién integral equivalente.

A nivel clasico

2 tr
Fo pdx o 5:/ Ldt
if

i

@ El primer método se usa para problemas del tipo: Un asteroide llamado
Woolsthorpe, entre las orbitas de Marte y Jupiter, parece que ésta en la
direccion general de la Tierra. jdeberiamos preocuparnos? . Newton responde
la pregunta: Qué pasard después
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Un principio de accién es un método para reformular las ecuaciones de movimiento
diferenciales para un sistema fisico cémo una ecuacién integral equivalente.

A nivel clasico

2 tr
Fo pdx o 5:/ Ldt
if

i

@ El primer método se usa para problemas del tipo: Un asteroide llamado
Woolsthorpe, entre las orbitas de Marte y Jupiter, parece que ésta en la
direccion general de la Tierra. jdeberiamos preocuparnos? . Newton responde
la pregunta: Qué pasard después

@ Dada la posicién y velocidad inicial de un proyectil queremos saber si da en el
blanco. Tanto el punto inicial y el final estdn definidos en el espacio.
Maupertius y Euler resuelven la pregunta con su principio abreviado de
minima accion: ;j Comenzando desde aqui como voy alli?.
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Un principio de accién es un método para reformular las ecuaciones de movimiento
diferenciales para un sistema fisico como una ecuacién integral equivalente.

A nivel clasico

d2 tr
F=mlZ & 5:/ Ldt
il

i

@ El primer método se usa para problemas del tipo: Un asteroide llamado
Woolsthorpe, entre las érbitas de Marte y Jupiter, parece que ésta en la
direccion general de la Tierra. jdeberiamos preocuparnos? . Newton responde
la pregunta: Qué pasard después

@ Dada la posicién y velocidad inicial de un proyectil queremos saber si da en el
blanco. Tanto el punto inicial y el final estdn definidos en el espacio.
Maupertius y Euler resuelven la pregunta con su principio abreviado de
minima accion: ;j Comenzando desde aqui como voy alli?.

En Fisica de Particulas: o
et e — bbbbH

iEstd el Higgs en los datos del detector de particulas?
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Historia [2, 3]

Pierre de Fermat (1601-1665)

En el siglo 17 Pierre de Fermat postulo que:

Principio de minimo tiempo o Principio de Fermat

La luz viaja entre dos puntos a los largo del camino de tiempo mds corto

Pero, jPero cémo sabe la luz de antemano cual serd el camino mds rapido?

@
A
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Historia [2, 3]

Principio de minimo tiempo o Principio de Fermat

Christiaan Huygens (1629-1695)

Su gran idea fue que la luz era una onda, y que se puede predecir
a donde va la onda si se supone que cada punto en el frente de

/// ondas actua como fuente de pequefias ondas (wavelets).

///// Entonces entre el punto fuente y el punto detector los wavelets

_‘_/ a—/ff— se suman en fase coherente a lo largo del camino de tiempo
Aep L,

\::y// estacionario, y se cancelan en interferencia destructiva fuera de
,///

él.
Explicacién: La luz explora todos los caminos posibles entre la emision y la recepcion
Augustin Fresnel en 1819, le dio a la idea una base matemdtica y explico los efectos de
difraccién en interferencia.
Feynman daria una explicacién similar para el principio de minima accién muchos siglos después.
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Pierre-Louis Moreau de Maupertuis (1698-1759)

En su articulo titulado:Las leyes del movimiento y reposo deducidas
desde los atributos de Dios, establecio: :

Principio de Minima Accién. Primera formulacién, 1744
Aqui entonces es este principio, tan sabio, tan digno del Ser
Supremo: Donde sea que cualquier cambio tome lugar en la
naturaleza, la cantidad de accion gastada en el cambio es
\siempre la mds pequena posible

Vs

Accidn \I
Producto de la duracién del movimiento dentro un sistema por la “vis viva", el
\doble de lo que ahora llamamos la energia cinética del sistema

/

GFIF Group (UdeA) Tricentenario del nacimiento 7/17



Leonhard Euler ( -1783)

Establecié que sin |a ley de conservacién de la energia la cantidad de accién de
Maupertius pierde todo su significado. El limpio éste, formulando el principio de
minima accién cémo un teorema dindmico exacto y dio a su accién una forma
matematica correcta:

Accién

st
5:/ mv ds
o

i
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Leonhard Euler ( -1783)

Establecié que sin la ley de conservacién de la energia la cantidad de accién de
Maupertius pierde todo su significado. El limpio éste, formulando el principio de
minima accién cémo un teorema dindmico exacto y dio a su accién una forma
matematica correcta:

8 .z
st
5:/ mv ds
o

i

Principio de Minima Accién. Segunda formulacién, 1744. Euler—Maupertius

La curva que describe un proyectil de masa m, con velocidad v mientras se mueve una distancia
\ds, (de todas la curvas que conectan los mismos puntos finales) es la que minimiza la accién.
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Leonhard Euler ( -1783)

Establecié que sin la ley de conservacién de la energia la cantidad de accién de
Maupertius pierde todo su significado. El limpio éste, formulando el principio de
minima accién cémo un teorema dindmico exacto y dio a su accién una forma
matematica correcta:

8 ./
st
5:/ mv ds
o

i

Principio de Minima Accién. Segunda formulacién, 1744. Euler—Maupertius

La curva que describe un proyectil de masa m, con velocidad v mientras se mueve una distancia
\ds, (de todas la curvas que conectan los mismos puntos finales) es la que minimiza la accién.

En términos modernos, la accién definida por Euler, se conoce como la accién reducida:

qr tr  dg d tr tf
S = pdq:/ m—q—q dt:/ mv2dt:/ 2K dt
qi tj dt dt tj ti

donde K, es la energia cinética.
Euler también desarrollo un método geométrico para encontrar la trayectoria que minimiza la
accién bastante simple e intuitivo, perfecto para ser implementado en computadores modernos

[3]. Con esté método logré deducir lo que hoy se conoce como las ecuaciones de Euler-Lagrange
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Joseph Lagrange (1736-1813)

Escribié una carta a Euler sobre una elegante forma matematica para
expresar las condiciones de minima accién. Sus ideas hicieron que |
Euler olvidard su método grafico intuitivo.

Euler llamé al método de Lagrange Cdlculo de Variaciones.

Algo que fue muy bueno para las matemadticas y la fisica tedrica, pero un desastre
para la educacién en Fisica.

El método de Lagrange ha dominado las clases avanzadas de mecanica, mientras
que el principio de minima accién ha desaparecido de las clases de Fisica General.

Excepto por un hermoso capitulo de las “Physics Lectures” de Feynman.
Para una formulacién del principio de minima basada en el método geométrico de
Euler ver [3]
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William Rowan Hamilton (1736-1813)

Unificé el principio de Fermat con el principio de minima accién de Maupertius-
Euler al definir la cantidad a minimizar en todos los casos:
Si definimos el Lagrangiano como:

L=K-V

donde K Energia Cinética del sistema, y V la Energia Potencial del sistema

(o en general como la transformada de Legendre del Hamiltoniano del sistema), entonces
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William Rowan Hamilton (1736-1813)

Unificé el principio de Fermat con el principio de minima accién de Maupertius-
Euler al definir la cantidad a minimizar en todos los casos:
Si definimos el Lagrangiano como:

L=K-V

donde K Energia Cinética del sistema, y V la Energia Potencial del sistema
(o en general como la transformada de Legendre del Hamiltoniano del sistema), entonces

Principio de minima accién, 1760. Principio de Hamilton

Una linea de mundo (el camino verdadero entre lugares y tiempos fijos) en el espacio tiempo
entre eventos iniciales y finales es una evolucion del sistema para la cual la accion S es
estacionaria (minima, maxima o un punto de inflexion).
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William Rowan Hamilton (1736-1813)

Unificé el principio de Fermat con el principio de minima accién de Maupertius-
Euler al definir la cantidad a minimizar en todos los casos:
Si definimos el Lagrangiano como:

L=K-V

donde K Energia Cinética del sistema, y V/ la Energia Potencial del sistema
(o en general como la transformada de Legendre del Hamiltoniano del sistema), entonces

Accién

S:/tthdt (1)

i

Principio de minima accién, 1760. Principio de Hamilton

Una linea de mundo (el camino verdadero entre lugares y tiempos fijos) en el espacio tiempo
entre eventos iniciales y finales es una evolucién del sistema para la cual la accién S es
estacionaria (minima, mdxima o un punto de inflexion).

Este principio de lugar a ecuaciones diferenciales que describen la linea de mundo, las ecuaciones

de Euler-Lagrange

d (/oL oL

25~
dt \ dq; aq;

v
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Para campos, por ejemplo ¢, es conveniente usar la densidad Lagrangiana

L= /£d3x
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Para campos, por ejemplo ¢, es conveniente usar la densidad Lagrangiana

L= /£d3x

Xf
S = Ld*x (3)

Xi
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Para campos, por ejemplo ¢, es conveniente usar la densidad Lagrangiana

L:/L&x

Accién

5:/i£fx (3)

i

| A

Ecuaciones de Euler-Lagrange

9 oL oL

X'U/:(t7x7_y’z) 111/20717273
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@ En general las ecuaciones de Euler-Lagrange, constituyen la férmula mas
importante del calculo de variaciones.
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@ En general las ecuaciones de Euler-Lagrange, constituyen la férmula mas
importante del calculo de variaciones.

@ Dan un método para encontrar la funcién, f, que da el extremo de un
funcional de costo [4]:
Sea el funcional

Jif(t)] = /b F(t,f(t),f'(t))dt

donde f es la funcién del pardmetro t que extremiza el funcional.
Entonces la ecuacién de Euler-Lagrange es:

d(oF\ _oF _,
dt \of' )~ of
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@ En general las ecuaciones de Euler-Lagrange, constituyen la férmula mas
importante del calculo de variaciones.

@ Dan un método para encontrar la funcién, f, que da el extremo de un
funcional de costo [4]:
Sea el funcional

Jif(t)] = /b F(t,f(t),f'(t))dt

donde f es la funcién del pardmetro t que extremiza el funcional.
Entonces la ecuacién de Euler-Lagrange es:

d [ OF oF 0
dt \ Of' of
@ En conjuncién con el principio de minima accién se usa para calcular
trayectorias (lineas de mundo).
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@ En general las ecuaciones de Euler-Lagrange, constituyen la férmula mas
importante del calculo de variaciones.

@ Dan un método para encontrar la funcién, f, que da el extremo de un
funcional de costo [4]:
Sea el funcional

Jif(t)] = /b F(t,f(t),f'(t))dt

donde f es la funcién del pardmetro t que extremiza el funcional.
Entonces la ecuacién de Euler-Lagrange es:

d [ OF oF 0
dt \ Of' of
@ En conjuncién con el principio de minima accién se usa para calcular
trayectorias (lineas de mundo).

@ El resultado andlogo del célculo es que para una funcién continua la derivada
en sus puntos extremales (minimo, maximo, o inflexién) es cero
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Albert Einstein (1879-1955)

La accién no es invariante bajo transformaciones de Galileo (trasla-
ciones espaciales). Después de una transformacién de Galileo, las dos
acciones S y S’ dan lugar a las misma leyes de movimiento [5].
Esta asimetria para el principio de minima accién no es accidental,
sino que resulta del hecho, sino que resultan del hecho de que las
transformaciones de Galileo y las Leyes de Newton son sélo leyes de
movimiento aproximadas (v < ¢).

En relatividad especial la accién resulta ser invariante bajo transformaciones de
Lorentz (TL).

Teoria de la Relatividad

Elimina la asimetria de la accién bajo traslaciones. La invarianza de la accién bajo
traslaciones espaciales, temporales y rotaciones (TL) hace de la teoria de |a
relatividad una teoria mas bella y elegante que la teoria Newtoniana de la
mecanica clasica.

Junto con el Teorema de Noether, establecen el paradigma para la construccién de
nuevas teorias fisicas.

ot
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Emmy Noether (1882-

Simetrias
Algo es simétrico si una vez sujeto a cierta operacidon éste e
aparece exactamente igual después de la operacion.
Hay dos clases de simetrias:

@ Simetrias discretas (reflexiones, ...)

@ Simetrias continuas (rotaciones, ...)

El teorema de Noether (publicado en 1918) deriva las leyes de conservacién a
partir de simetrias bajo la hipétesis de que el principio de minima accién gobierna
el movimiento de una particula.
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Simetrias

Teorema de Noether

@ Por cada simetria continua de la accién, debe existir una ley de conservacién
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Simetrias

Teorema de Noether

@ Por cada simetria continua de la accién, debe existir una ley de conservacién

@ Por cada ley de conservacién, debe existir una simetria continua

GFIF Group (UdeA) Tricentenario del nacimiento 14 /17



Simetria Ley de Conservacion

Traslacién en el tiempo Energia

Traslacién en el espacio Momentum
Rotacién en el espacio Momentum angular
Invarianza gauge local (IGL) U(1)q Carga eléctrica

IGL bajo SU(3) Carga de color

IGL bajo SU(2), Carga de isospin débil
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Richard Feynman (1918-1988)

Explore todos los caminos!
Explica la Leyes de Newton con su formulacién de la mecénica
cuantica basada en el principio de minima accién.
En 1940 Richard Feynman adapté la idea de Huygnes para hacer una
nueva formulacién de la mecénica cudntica, en términos de integrales
de camino.

= . considere un reloj que rota a la frecuencia del fotén

w=E/h

“—" representa la mancilla de ese reloj.
La flecha debajo de cada letra en el grafico de tiempo contra

caminos, representa el tiempo al que se detuvo el reloj después
de recorrer el camino de S a P pasando por el correspondiente
. punto.

En el tercer grafico se muestra el resultado de adicionar todas las
flechas.

La mayor contribucién a la flecha final AM proviene de las fle-
chas intermedias E hasta |, cuyas direcciones son cercanamente
las mismas debido a que sus tiempos de sus caminos son cerca-

namente los mismos. Esos coinciden con los caminos de tiempo
minimo.

time
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Este andlisis se puede extender para cualquier particula ademas del fotén.
Para una particula ordinaria, con masa, su frecuencia es:

L
w= -
h
Para un electrdn libre no relativista tendriamos:
K
w=—
h

que es similar a la expresién anterior.

Entonces, la accién para un determinado camino, [ L dt nos da el nimero de la
rotaciones de la flecha del reloj del electrén a lo largo de un determinado camino.
Cada camino es determinado por el principio de minima accién. El resultado final
de sumar apropiadamente todas las contribuciones de cada accién

elS/h

da como resultado la accién clasica para la particulal.
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http://en.wikipedia.org/wiki/Euler
http://en.wikipedia.org/wiki/Principle_of_least_action
http://www.eftaylor.com/leastaction.html

http://en.wikipedia.org/wiki/Euler-Lagrange

= W =

J. Hanc, S. Tuleja, M. Hancova, “Symmetries and conservation lawas:
Consequences of Noether's theorem”, Am. J. Phys. 72 (4), 2004.
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