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6.1. Procedimiento Computacional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
6.2. Cristal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
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un enfriamiento rápido desde T > Tm hasta Tg. Rc representa la pendiente
de la razón critica para la formación del vidrio metálico [7]. . . . . . . . . 10
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el vidrio metálico esta en contacto f́ısico con el molde [10]. . . . . . . . . 11
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coeficiente de difusión para el Cu (ĺınea sólida) es 0.061 Å2fs−1 y para el
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esta desplazada al máximo de la banda de valencia. . . . . . . . . . . . . 129
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Introducción

En el estudio de la f́ısica, los computadores juegan un papel importante desde su co-
mienzo en 1950, donde Rahman [1] comenzó a realizar las primeras simulaciones a nivel
atómico. Actualmente y gracias al desarrollo de lenguajes de programación, algoritmos
númericos y computadores con un alto poder de cálculo, se ha comenzado a implementar
la f́ı sica computacional en la mayoŕıa de las ramas de la f́ısica. Por ejemplo, la simula-
ción computacional ha jugado un papel importante en la resolución de problemas en la
mecánica estádistica, que mediante otro método solo seŕıa soluble de una manera apro-
ximada, o podŕıan no tener solución. Los resultados de la simulación son una prueba
de lo acertado del modelo para describir el experimento, adicionalmente si el modelo
es bueno, la simulación debe arrojar indicios al experimentalista, con el fin de obtener
nuevos resultados del experimento. Esto hace que la simulación computacional realice
un puente entre los modelos y las predicciones teóricas por un lado y sea adicionalmente
una forma de corroborar el modelo con los datos experimentales, como se muestra en la
Fig. 1. Debido a esta conexión y la forma en que la simulación es realizada y analizada,
este tipo de técnica es llamada experimento computacional [2].

Las simulaciones computacionales dan una ruta directa de los detalles microscópicos
de un sistema y las propiedades macroscópicas de este. En la materia condensada existen
una gran variedad de modelos que han sido desarrollados e implementados en la f́ısica
computacional, entre los cuales se encuentran: dinámica molecular, Monte-Carlo, teoŕıa
de los funcionales de densidad, Carl Parinello etc. las cuales han sido y siguen siendo
fundamentales en los estudios de la materia condensada. En esta tesis nos centraremos
en dos modelos de suma importancia en la materia condensada, el primer modelo es la
dinámica molecular clásica que utiliza potenciales clásicos con el fin de modelar propieda-
des estáticas, dinámicas y termodinámicas de los materiales, y la teoŕıa de los funcionales
de densidad o mas conocida por sus siglas en inglés (DFT Density Functional Theory),
que calcula las propiedades de los materiales en su estado base, a través de un sistema
de electrones interactuantes en un potencial externo, que puede ser escrito como la den-
sidad electrónica del estado base. Los sistemas que estudiaremos mediante simulaciones
computacionales son: el vidrio metálico Cu46Zr54 mediante dinámica molecular clásica y
el pentóxido de niobio mediante la teoŕıa de los funcionales de la densidad.

La tesis se encuentra divididas en tres partes: la primera parte llamada propiedades
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Figura 1: Conexión entre el experimento, la teoŕıa y la simulación Computacional

f́ısicas del Cu46Zr54 y Nb2O5 da una motivación sobre la importancia de estos materiales
a nivel tecnológico y las diferentes propiedades f́ısicas de cada uno, en la segunda parte
de la tesis titulada simulaciones atomı́sticas, se daran las bases f́ısicas y matemáticas
sobra la dinámica molecular y la teoŕıa de los funcionales de densidad y como es po-
sible implementar estas en la simulación computacional, finalmente en la parte tres de
resultados se muestra el estudio realizado mediante la simulación para estos dos tipo de
compuestos.



Parte I

Propiedades F́ısicas de los Vidrios
Metálicos y el Nb2O5
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Vidrios Metálicos

Un vidrio metálico se asemeja en su fabricación a la de una aleación convencional,
cuya preparación consiste en mezclar sus componentes básicos en sus estados ĺıquidos y
posteriormente es enfŕıado hasta que alcanza su estado de mı́nima enerǵıa. Los metales
toman ventaja de la inestabilidad del metal en su estado ĺıquido y cristalizan abajo de
su temperatura de fusión en un tiempo del orden de los micro segundos, debido a que no
se alcanza su estado de mı́nima enerǵıa, el metal no forma un cristal perfecto, y en vez
de esto forma una estructura policristalina, compuesta de pequeños cristales los cuales
tienen diferentes tamaños y formas.

Las propiedades mecánicas de los vidrios metálicos como: su dureza y capacidad
para soportar fuerzas mayores que las aleaciones metálicas, su resistencia al desgaste
y a la corrosión y su incapacidad general para experimentar una deformación plástica
homogénea, hace de los vidrios metálicos un tema de investigación en el ámbito cient́ıfico
e ingenieril. Los estudios muestran que los vidrios metálicos tienen mayor resistencia a la
tracción y un modulo de Young mucho menor que su contraparte cristalina. La diferencia
de estos valores son debidos a los mecanismos de formación y fractura.

En este caṕıtulo exploraremos el origen de los vidrios metálicos, la forma en que
son clasificados de acuerdo a su composición, también mencionaremos algunos métodos
de fabricación como el método de pistola y el molde de fundición; luego haremos una
descripción de la estructura de los vidrios metálicos a nivel atómico, y como estos sistemas
pueden ser empaquetados densamente de forma aleatoria, generando diferente tipos de
agrupamiento atómico. Finalmente mostraremos las propiedades mecánicas de los vidrios
metálicos y como estas se encuentran ı́ntimamente relacionadas con la estructura de estos
materiales.
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8 1. Vidrios Metálicos

1.1. Breve historia de los vidrios metálicos

En el instituto Tecnólogico de California (Caltech) en 1960, Klement et al. [3] descu-
brierón que si un metal fundido (Au80Si20) es congelado lo suficientemente rápido (1×106

◦ C/s ), los átomos no tienen la suficiente enerǵıa y tiempo para alcanzar su estado cris-
talino (nucleación de cristal). El ĺıquido alcanza la transición a vidrio a una temperatura
Tg, y se solidifica como un vidrio metálico (MG Metallic Glass). El cual es menos quebra-
dizo que los óxidos v́ıtreos y tiene la apariencia de un metal: opaco, gris, brillante y suave.
En este tipo de estructuras v́ıtreas, los átomos quedan herméticamente empaquetados,
los desplazamientos atómicos son obstruidos. Por tanto en un vidrio metálico, dada una
colisión con otro material, la enerǵıa que es transmitida a este material es mı́nima, lo que
equivale a decir que este tipo de material tiene un coeficiente de restitución muy alto.
Por otra parte en la corrosión, la ausencia de fronteras de grano hace que este material
sea resistente a la corrosión y al desgaste, adicionalmente debido a su alta resistividad
eléctrica, hay poca perdida de enerǵıa térmica debido a las corrientes de Eddy o parásitas
en el material. Algunas de las múltiples aplicaciones de este material son:

Recubrimiento de equipos industriales: Este recubrimiento protege a los materiales
de la corrosión, del desgaste y de las altas temperaturas.

Militares: Por las caracteŕısticas de alta dureza y baja fricción que tienen estos tipos
de materiales, son usados en la industria militar como: componentes de armamento,
misiles, naves espaciales, aviones etc.

Deportes: Debido a que los vidrios metálicos son diez veces mas elásticos que las
aleaciones de titanio, inmunes a la corrosión, dos veces mas resistentes a la de-
formación que los metales convencionales y poseen una densidad que se encuentra
entre el titanio y el acero, dichas caracteŕısticas lo hacen un material ideal para la
elaboración de palos de golf, raquetas de tenis, bates de beisbol, bicicletas etc.

En la figura 1.1 se muestra la dependencia de la tensión contra el desplazamiento, donde
se observan las regiones elástica y plástica en un material. En la tabla 1.1, se comparan
algunas propiedades mecánicas de algunas aleaciones de Ti, Al y el acero con el vidrio
metálico producido industrialmente conocido con el nombre de Vitreloy, que fue desa-
rrollado como un proyecto asociado al departamento de enerǵıa de la Nasa y el instituto
tecnológico de California, elaborado por Johnson y Peker en 1992 [4], el cual consist́ıa
de una aleación compuesta de Zr, Ti, Cu, Ni y Be, con un espesor del orden de 10 cm.
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Figura 1.1: Dependencia de la tensión que puede soportar un material con respecto al
desplazamiento que sufre

Tabla 1.1: Propiedades de Vitreloy comparado con algunas aleaciones metálicas [5]

Aleaciones
Propiedades Vitreloy 1 Al Ti Acero

Densidad(g / cm−3) 6.1 2.6-2.9 4.3-5.1 7.8
Ĺımite Elástico (GPa) 1.9 0.10-0.63 0.18-1.32 0.50-1.60

Ĺımite de Deformación Elástica, εel 2 % ≈ 0.5 % ≈ 0.5 % ≈ 0.5 %
Resistencia a la Fractura (MPa m2) 20-140 23-45 55-115 50-154

Resistencia Espećıfica (GPa g−1 cm−3) 0.32 <0.24 <0.31 <0.21

1.2. Producción y clasificación de los vidrios metáli-

cos

Los vidrios son esencialmente ĺıquidos congelados, los cuales son enfriados rápidamen-
te a partir de una temperatura alta de fusión. Ya que los ĺıquidos tienden a cristalizarse
a una temperatura T , la cual se encuentra debajo de la temperatura de fusión Tm o
temperatura ĺıquida Tl; para que el vidrio metálico se pueda formar se necesita reducir
la temperatura lo suficientemente rápido de manera que el ĺıquido se congele antes de
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que los cristales tengan tiempo de realizar la nucleación y crecer (lo cual se logra cuando
el sistema se somete a una transición llamada v́ıtrea a una temperatura Tg) [6].

En comparación con los vidrios como el silicato, los metales fácilmente se cristalizan
al solidificarse, lo que hace que la formación de vidrios metálicos sea bastante dif́ıcil.
Esto hizo que el primer vidrio metálico solo tuviera un espesor de 10 µm, con una taza
de enfriamiento que varió ente 105 y 106 K/s . Teniendo cuidado en seleccionar los cons-
tituyentes y ajustando la composición, es posible desarrollar aleaciones con una mayor
facilidad de formar vidrio (GFA Glass forming ability). Este tipo de vidrios metálicos
pueden ser elaborados con un mayor espesor y una tasa de enfriamiento menor, esta-
bilizando el ĺıquido metálico en un rango de temperaturas entre Tm y Tg, el cual se
conoce como régimen de super enfriamiento, y retrasando la cristalización en la fase
ı́nter metálica con respecto al ĺıquido super enfriado, ver figura 1.2.

time–temperature–transformation (TTT) diagram, Fig. 4, in which the boundary separating the amor-
phous and crystallized states takes a nose-like shape. For good GFA, the nose should be pushed to the
right side (i.e., longer time-scale). A narrow supercooled region (or a high reduced glass transition
temperature, Trg = Tg/Tl) would also facilitate glass formation [26].

Due to the non-equilibrium nature of the MGs, annealing or aging would result in structural relax-
ation. The cooling rate also determines how well the glass is relaxed and what configuration (i.e., at
what characteristic temperature and viscosity) of the supercooled liquid is finally retained. Therefore,
the structure and properties of MGs can be very sensitive to the processing history, and when compar-
ing two MGs, how they were prepared/processed is an essential factor that needs to be taken into
consideration.

The thermodynamic and kinetic processes discussed in this section are closely related to the amor-
phous structure and its evolution. For example, during supercooling, the decreasing configurational
enthalpy and entropy, and the non-Arrhenius rise of viscosity and relaxation time, are both associated
with internal structural changes in the metallic liquids. The annealing effects on MGs also have their
origin in the structural relaxation. Such a correlation will be discussed in detail in Section 4.

1.2.2. Mechanical properties
MGs have intriguing mechanical properties and are promising structural materials [27–31]. The

elastic moduli of MGs are in general comparable to the corresponding crystalline compounds [32–
34]. The difference in the bulk modulus is often within a few percent, while the difference of shear
modulus can be more significant, with the shear modulus of MG being typically 10–30% lower [35–
37]. The similar bulk modulus can be explained by the similar bonding nature and average electron

Fig. 3. Measured specific heat of Zr41.2Ti13.8Cu12.5Ni10.0Be22.5 in the state of supercooled liquid ð"rÞ, MG (D), and crystal (h).
(Adapted from [25] with permission ! 1995 by American Institute of Physics.)

Fig. 4. A schematic TTT diagram illustrating glass formation. The slope Rc represents the critical cooling rate for glass formation.

Y.Q. Cheng, E. Ma / Progress in Materials Science 56 (2011) 379–473 385

Figura 1.2: Diagrama esquemático de la formación de un vidrio metálico dependiente de
la temperatura y el tiempo. La formación del estado v́ıtreo requiere que el material pase
cerca de la región de cristalización, para esto es necesario un enfriamiento rápido desde
T > Tm hasta Tg. Rc representa la pendiente de la razón critica para la formación del
vidrio metálico [7].

Con el fin de elaborar un vidrio metálico, es necesario llevar el estado ĺıquido al estado
sólido con una disminución de temperatura mas alta que 106 K/s. El primer método
creado para poder alcanzar esta disminución de temperatura fue ideado por Duwez et
al. [8] conocido como el método de la pistola, el cual consist́ıa en tener una aleación
fundida la cual era expulsada a través de un tubo contra una superficie que conteńıa un
sustrato con una conductividad térmica alta. La mayor desventaja de este método era la
naturaleza porosa y discontinua de la aleación amorfa obtenida. Por tanto este método
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fue abandonado y surgieron varios métodos de enfriado rápido, como: el enfriamiento por
ruedas gemelas (twin roll) y la fundición por rotación (melting spinning) que demostraron
tener una gran capacidad de producir filamentos, cintas y hojas amorfas [9]. Finalmente
una técnica usada actualmente para la fabricación de vidrios es conocida con el nombre
de moldeo por soplado [10], el cual se muestra en la figura 1.3. Los discos usados para
alimentar el dispositivo tienen un diámetro entre 60 y 80 mm y un espesor de 1 mm. La
aleación de Zr44Ti11Cu10Ni10Be25 es utilizadó debido a su gran capacidad termoplástica
[11]. En este modelo, la muestra es calentada hasta la temperatura de procesamiento
(ver figura 1.2) mediante una resistencia. Un gradiente de presión entre la parte superior
e inferior es aplicada con el fin de formar el vidrio metálico. Esto se logra mediante la
aplicación de presión en la parte superior del disco o reduciendo la presión en la cavidad
del molde, o una combinación de los dos. El proceso termina debido al equilibrio de las
presiones en el sistema o cuando todo el vidrio metálico toca la cavidad del molde. En
la figura 1.4 se muestra un vidrio metálico elaborado mediante esta técnica.

temperatures that define the flow stress for plastic form-
ing are comparable to plastics [12,19–21]. This suggests
that similar processing methods can be applied [11].
The ability to plastically form BMGs in their super-
cooled liquid region was recognized in the early days of
metallic glass research [22,23] and various terminologies
are used, including superplastic forming, thermoplastic
forming and hot-forming. This processing opportunity
has been used for a wide range of applications, including
net-shape processing [12,24], micro- and nanoreplication
[11,25–27], extrusion [28–30], synthesis of amorphous
metallic foams [31], superplastic forming of sheet mate-
rial [32–34], and synthesis of BMG composites [35,36].

Even though during TPF of BMG fast cooling and
forming are decoupled [12], thin sections with a high as-
pect ratio are challenging to create when using tech-
niques, where the BMG is in physical contact with the
mold. This is due to stick conditions between the
BMG and the mold under plane-strain conditions,
which retards radial movement (parallel to the mold)
of the BMG. This effect can be reduced to some degree
by using lubricants, which results in some slippage. The
improvement is quite limited and the use of lubricants
also sacrifices the otherwise excellent achievable surface
finish. In order to eliminate external friction, physical
contact between the BMG and the mold has to be
avoided at least whilst significant tangential strain is
accomplished. In this case, the required minimum pres-
sure for forming is solely defined by the flow stress of the
BMG. This concept is introduced in this article.

The setup used for blow molding of BMG is schemat-
ically shown in Figure 1. Disks used as feedstock material
for the blow molding are 60–80 mm in diameter and about
1 mm in thickness. Zr44Ti11Cu10Ni10Be25 alloy is used as a
BMG material for its good thermoplastic formability
[11,27]. Its preparation is described in detail elsewhere
[14]. For the blow molding, the entire setup is heated to
the processing temperature using resistance heating. A
pressure gradient between the top and the bottom sides
of the disks is applied to form the BMG. This can be
achieved either by applying pressure from the top side of
the disk or by reducing pressure in the mold cavity, or a
combination of the two. The forming process is termi-
nated either once the BMG touches the entire mold cavity
or by releasing the pressure difference. Thermal analysis
was performed using a Netzsch DSC 404c differential

scanning calorimeter (DSC). X-ray diffraction (XRD)
was carried out on an Inel XRG 3000 using CuKa radia-
tion. The results were utilized to verify the amorphous
structure of the material before and after blow forming.

The low forming pressure required in the blow mold-
ing of a BMG in its SCLR is demonstrated in Figure 2a.
A 0.8 mm thick Zr44Ti11Cu10Ni10Be25 disk was formed
through a circular opening of 4 cm at a temperature of
460 !C. The disk section covering the opening was
formed into a hemisphere under a pressure, which was
generated with the sole power of the human lung
(!104 Pa). The forming process took less than 100 s
which corresponds to a ‘ _e P 10"2 s"1. XRD and
DSC results of the blow-molded material confirmed
their amorphous structure. This characterization was
carried out for all blow-molded BMG specimens. At
the 460 !C processing temperature used in this study,
crystallization becomes detectable after 255 s [14] com-
pared with the processing time of 100 s.

The cross-sectional area revealed barely discernible
thinning of the material. For example, at the edge of
the opening the material is 0.72 mm thick compared with
its minimum value of 0.69 mm at its pole. An extrapola-
tion of viscosity measurements [37] suggests a strain-rate-
sensitivity exponent, m ¼ drflow

d_e (rflow as the flow stress), of
1 for the processing parameters used here for the blow
molding. As a comparison, the strain-rate-sensitivity
exponent for SPF titanium alloys is between 0.3 and
0.8, with specific measurements dependent on the mate-
rial, the strain rate, the temperature at which deforma-
tion takes place and the stability of the microstructure
[38]. The high m values recorded for the BMGs under
the above-described conditions suggest that thinning, in
particular for large strains, is more uniform in BMGs
than for many SPF crystalline metals because, as m in-
creases, the rate of change of the cross-sectional area be-
comes less dependent on the magnitude of that area and
any neck will grow more slowly [38]. Of course, the strain

Figure 1. Schematic sketch of the blow molding setup. The entire setup
is heated to the processing temperature. The driving force for
expansion in the blow molding process is generated by a pressure
difference between the top and the bottom side of the BMG disk. Blow
molding can be terminated by equalizing the pressure on both sides or
once the entire BMG surface is in physical contact with the mold.

Figure 2. Free expansion of Zr44Ti11Cu10Ni10Be25 using blow molding.
(a) A 0.8-mm-thick Zr44Ti11Cu10Ni10Be25 disk was formed through a
circular opening of 4 cm at a temperature of 460 !C. The disk section
covering the opening was formed into a hemisphere under a pressure
exerted by the human lung of about 104 Pa. The forming process took
less than 100 s (compared with the crystallization time at this
temperature of 255 s [14]), which corresponds to a strain rate of
_e P 10"2 s"1. (b) Zr44Ti11Cu10Ni10Be25 disk with a diameter of 3.5 cm
and a thickness of 0.8 mm was processed using a pressure difference of
2 · 105 Pa, which was applied for 40 s at a temperature of 460 !C. The
achieved deformation corresponds to a strain of about 400% under a
strain rate of 0.1 s"1.
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Figura 1.3: Diagrama esquemático del moldeo por soplado. La muestra se calienta a
la temperatura de procesamiento. La fueza necesaria para la expansión por soplado es
generado por una diferencia de presión entre la parte superior y el lado inferior del vidrio
metálico en forma de disco. El moldeo por soplado termina cuando la presión es igual en
ambos lados o cuando todo el vidrio metálico esta en contacto f́ısico con el molde [10].

En años recientes, la velocidad de fundición ha llegado al orden de 108 K/s lo cual
aumenta la posibilidad de construir una variedad más amplia de vidrios metálicos [12].

En las pasadas cinco décadas, muchas aleaciones que forman vidrios metálicos han
sido descubiertas, involucrando prácticamente todos los elementos metálicos de la tabla
periódica [13]. Este tipo de vidrios metálicos pueden ser clasificados de diferentes formas.
Por ejemplo de acuerdo al metal dominante en la aleación, como vidrios metálicos basados
en Zirconio, Aluminio, basados en Fe etc. También pueden ser clasificados con el fin
de énfatizar la naturaleza del elemento constitutivo, como tipo metal-metal o metal-
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temperatures that define the flow stress for plastic form-
ing are comparable to plastics [12,19–21]. This suggests
that similar processing methods can be applied [11].
The ability to plastically form BMGs in their super-
cooled liquid region was recognized in the early days of
metallic glass research [22,23] and various terminologies
are used, including superplastic forming, thermoplastic
forming and hot-forming. This processing opportunity
has been used for a wide range of applications, including
net-shape processing [12,24], micro- and nanoreplication
[11,25–27], extrusion [28–30], synthesis of amorphous
metallic foams [31], superplastic forming of sheet mate-
rial [32–34], and synthesis of BMG composites [35,36].

Even though during TPF of BMG fast cooling and
forming are decoupled [12], thin sections with a high as-
pect ratio are challenging to create when using tech-
niques, where the BMG is in physical contact with the
mold. This is due to stick conditions between the
BMG and the mold under plane-strain conditions,
which retards radial movement (parallel to the mold)
of the BMG. This effect can be reduced to some degree
by using lubricants, which results in some slippage. The
improvement is quite limited and the use of lubricants
also sacrifices the otherwise excellent achievable surface
finish. In order to eliminate external friction, physical
contact between the BMG and the mold has to be
avoided at least whilst significant tangential strain is
accomplished. In this case, the required minimum pres-
sure for forming is solely defined by the flow stress of the
BMG. This concept is introduced in this article.

The setup used for blow molding of BMG is schemat-
ically shown in Figure 1. Disks used as feedstock material
for the blow molding are 60–80 mm in diameter and about
1 mm in thickness. Zr44Ti11Cu10Ni10Be25 alloy is used as a
BMG material for its good thermoplastic formability
[11,27]. Its preparation is described in detail elsewhere
[14]. For the blow molding, the entire setup is heated to
the processing temperature using resistance heating. A
pressure gradient between the top and the bottom sides
of the disks is applied to form the BMG. This can be
achieved either by applying pressure from the top side of
the disk or by reducing pressure in the mold cavity, or a
combination of the two. The forming process is termi-
nated either once the BMG touches the entire mold cavity
or by releasing the pressure difference. Thermal analysis
was performed using a Netzsch DSC 404c differential

scanning calorimeter (DSC). X-ray diffraction (XRD)
was carried out on an Inel XRG 3000 using CuKa radia-
tion. The results were utilized to verify the amorphous
structure of the material before and after blow forming.

The low forming pressure required in the blow mold-
ing of a BMG in its SCLR is demonstrated in Figure 2a.
A 0.8 mm thick Zr44Ti11Cu10Ni10Be25 disk was formed
through a circular opening of 4 cm at a temperature of
460 !C. The disk section covering the opening was
formed into a hemisphere under a pressure, which was
generated with the sole power of the human lung
(!104 Pa). The forming process took less than 100 s
which corresponds to a ‘ _e P 10"2 s"1. XRD and
DSC results of the blow-molded material confirmed
their amorphous structure. This characterization was
carried out for all blow-molded BMG specimens. At
the 460 !C processing temperature used in this study,
crystallization becomes detectable after 255 s [14] com-
pared with the processing time of 100 s.

The cross-sectional area revealed barely discernible
thinning of the material. For example, at the edge of
the opening the material is 0.72 mm thick compared with
its minimum value of 0.69 mm at its pole. An extrapola-
tion of viscosity measurements [37] suggests a strain-rate-
sensitivity exponent, m ¼ drflow

d_e (rflow as the flow stress), of
1 for the processing parameters used here for the blow
molding. As a comparison, the strain-rate-sensitivity
exponent for SPF titanium alloys is between 0.3 and
0.8, with specific measurements dependent on the mate-
rial, the strain rate, the temperature at which deforma-
tion takes place and the stability of the microstructure
[38]. The high m values recorded for the BMGs under
the above-described conditions suggest that thinning, in
particular for large strains, is more uniform in BMGs
than for many SPF crystalline metals because, as m in-
creases, the rate of change of the cross-sectional area be-
comes less dependent on the magnitude of that area and
any neck will grow more slowly [38]. Of course, the strain

Figure 1. Schematic sketch of the blow molding setup. The entire setup
is heated to the processing temperature. The driving force for
expansion in the blow molding process is generated by a pressure
difference between the top and the bottom side of the BMG disk. Blow
molding can be terminated by equalizing the pressure on both sides or
once the entire BMG surface is in physical contact with the mold.

Figure 2. Free expansion of Zr44Ti11Cu10Ni10Be25 using blow molding.
(a) A 0.8-mm-thick Zr44Ti11Cu10Ni10Be25 disk was formed through a
circular opening of 4 cm at a temperature of 460 !C. The disk section
covering the opening was formed into a hemisphere under a pressure
exerted by the human lung of about 104 Pa. The forming process took
less than 100 s (compared with the crystallization time at this
temperature of 255 s [14]), which corresponds to a strain rate of
_e P 10"2 s"1. (b) Zr44Ti11Cu10Ni10Be25 disk with a diameter of 3.5 cm
and a thickness of 0.8 mm was processed using a pressure difference of
2 · 105 Pa, which was applied for 40 s at a temperature of 460 !C. The
achieved deformation corresponds to a strain of about 400% under a
strain rate of 0.1 s"1.
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Figura 1.4: Vidrio metálico de Zr44Ti11Cu10Ni10Be25 elaborado mediante la técnica de
moldeo por soplado. [10].

Tabla 1.2: Clasificación de los vidrios metálicos [7]

Prototipo Base Metálica Ejemplos
LTM+NM LTM Ni-P, Pd-Si, Au-Si-Ge, Pd-Ni-Cu-P, Fe-Cr-Mo-P-C-B

ETM+LTM ETM o LTM Zr-Cu, Zr-Ni, Ti-Ni, Zr-Cu-Ni-Al, Zr-Ti-Cu-Ni-Be
SM+RE SM o RE Al-La, Ce-Al, Al-La-Ni-Co, La-(Al/Ga)-Cu-Ni

AM+LTM AM Mg-Cu, Ca-Mg-Zn, Ca-Mg-Cu

metaloide. Una clasificación mas sofisticada ha sido propuesta y desarrollada por Inoue
[14], en la cual todos los elementos constitutivos de los vidrios metálicos pueden ser
agrupados como: metales alcalinos y alcalinotérreos (AM), metales simples o semi simples
los cuales se encuentran en los grupos IIIA y IVA cercanos a los semiconductores (SM),
metales de transición (TM), incluyendo metales de transición temprana (ETM) y metales
de transición finales (LTM), tierras raras metálicas (RE) y no metales (NM). En la tabla
3.1 se clasifican los vidrios metálicos y se muestran algunos ejemplos de sus diferentes
composiciones.

A partir de esta clasificación se afrontan los dos grandes retos en el estudio de la
estructura de los vidrios metálicos que son:

Como construir un vidrio metálico de carácter volumétrico, usando herramientas
experimentales o computacionales.

Como caracterizar efectivamente una estructura amorfa y extraer las caracteŕısti-
ca fundamentales de la formación y propiedades del vidrio metálico a partir de
parámetros estructurales.

En esta tesis estudiaremos de una forma sistemática los parámetros estructurales de la
aleación Cu46Zr54. El objetivo sera extraer la información estad́ıstica sobre la estructura
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del vidrio, con el fin de descubrir las principales carateŕısticas de corto y largo alcance
en la estructura, y de esta forma identificar los principios f́ısicos que constituyen la base
de la formación y propiedades de este vidrio metálico.

1.3. Estructura a nivel atómico de los vidrios metáli-

cos

Debido a que los enlaces metálicos no presentan direccionalidad en comparación a
los enlaces covalentes, el enlace electrónico metálico no se da entre pares de átomos. Por
tanto, estos iones se pueden pensar como si se encontraran en un ambiente de gas de
electrones, donde la tendencia es que haya más iones vecinos alrededor de un ion, y de
esta manera se comparten los electrones de valencia, disminuyendo la distancia entre
ellos, lo que conlleva a una disminución de la enerǵıa potencial del sistema. Este es el
origen del empaquetamiento del vidrio metálico en una forma densa.

En 1960 Bernal [15] considero la estructura de los ĺıquidos metálicos monoatómicos,
como sistemas empaquetados densamente de forma aleatoria, este trabajo es pionero
en mostrar que una de las claves de las estructuras en ĺıquidos y vidrios metálicos es
empaquetar de forma densa el sistema. Los átomos en el metal fueron aproximados a
esferas ŕıgidas (DRHP Dense Random Packing of hard spheres ). De acuerdo a este
modelo es necesario conocer cómo dichas esferas pueden llenar el espacio, con esferas
idénticas y lo más denso posible, sin introducir orden cristalino. Obviamente en el modelo
de DRHP no deben existir espacios vaćıos lo suficientemente grandes para acomodar una
nueva esfera en la vecindad del resto, dado esto, Bernal propuso cinco tipos de sistemas
que cumpĺıan con los requerimientos del modelo DRHP como se muestra en la figura
1.5. Entre los cinco poliedros de Bernal, el tetraedro es el que tiene mayor eficiencia
de empaquetar esferas, debido a que cada átomo en el tetraedro esta en contacto con
otros tres átomos, pero no es posible llenar el espacio solamente con tetraedros ya que
es necesario tomar otro tipo de poliedros.

En el modelo de esferas ŕıgidas, las esferas son incomprensibles y no hay ningún tipo
de interacción atractiva entre las esferas. Un modelo más real es aproximar la interacción
de las esferas con un potencial de pares, de esta manera se logra una densidad mas alta
en el sistema. Simulaciones realizadas por Finney [16] y Hoare [17] utilizando potenciales
de pares demostraron que el orden de icosaedros era el de mayor contribución para estos
sistemas. Lo cual se puede verificar en los resultados obtenidos en el análisis estructural
que realizamos para el sistema Cu46Zr54, donde la mayoŕıa de poliedros eran icosaedros
e icosaedros distorsionados [18].
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Fig. 3. Fluctuation electron microscopy (FEM). (a) A sketch showing how FEM works in detecting medium-range structural correlation (reproduced with permission ! 2005
by Institute of Physics). (b) Imaging modes for the FEM (reproduced from [13]). (c) Cartoon picture showing how V(k, Q) is sensitive to medium range order (reproduced with
permission from [12] ! 2010 Elsevier).

Table 5
Simplified classification of common constituent elements of BMGs and of typical MGs based on the binary prototypes (adapted and processed after [9]).

Abbreviation Description Examples

AM Alkaline earth metals group IA and II A metals Mg, Ca, Be
SM Semi- or simple metals, metals in groups IIIA and IVA Al, Ga
TM, ETM Transition metals (TM), including early

transition metals (ETM) – metals in IVB to VIIB groups
Ti, Zr, Hf, Nb, Ta, Cr, Mo, Mn

LTM Late transition metals, metals in groups VIIIB, IB, IIB Fe, Co, Ni, Cu, Pd, Pt, Ag, Au, Zn
RE Sc, Y, lanthanides (Ln) Sc, Y, La, Ce, Nd, Gd
NM Nonmetals and metalloids B, C, P, Si, Ge

Prototype Base metal Examples

Metallic glasses on binary prototypes
LTM + NM LTM Ni–P, Pd–Si, Au–Si–Ge, Pd–Ni–Cu–P, Fe–Cr–Mo–P–C–B
ETM + LTM ETM/LTM Zr–Cu, Zr–Ni, Ti–Ni, Zr–Cu–Ni–Al, Zr–Ti–Cu–Ni–Be
SM + RE SM/RE Al–La, Ce–Al, Al–La–Ni–Co, La–(Al/Ga)–Cu–Ni
AM + LTM AM Mg–Cu, Ca–Mg–Zn, Ca–Mg–Cu

Fig. 4. Bernal canonical holes (reproduced with permission from [9] ! Elsevier).
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Figura 1.5: Huecos canónicos de Bernal: (a) tetraedro, (b) octaedro, (c) dodecaedro tetra-
gonal, (d) prisma tetragonal con tres mitades de octaedros y (e) el antiprisma Arquime-
deano con dos medios octaedros. los dibujos de la izquierda representan las esferas duras
alrededor del hueco y la figura de la derecha representa el hueco en el centro.Tomado de
Y.Q. Cheng y E. Ma [7]

1.4. Propiedades mecánicas de los vidrios metálicos

Debido a su rango de deformación elástica (2 % en comparación con el 0.2 % de los
materiales cristalinos), los vidrios metálicos poseen los mejores valores conocidos del
ı́ndice de rendimiento σ2/E y buenos valores del indice σ2/ρE, donde σ, ρ y E son
el limite de elasticidad, la densidad y el módulo de Young respectivamente. Una de las
mejores aplicaciones de los vidrios metálicos son: los componentes de armamento, fuselaje
de naves espaciales, misiles, etc. Debido a su alta resistencia y deformación elástica, como
se muestra en la figura 1.6.

La investigación en este campo muestran mejoras impresionantes en la plasticidad
de dichos materiales, como por ejemplo, es posible lograr hasta un 50 % de deformación
plástica bajo compresión del sistema, a través de métodos como la optimización de las
constantes elásticas o una cristalización parcial en la matriz v́ıtrea del sistema [19].

Debido a que los vidrios metálicos no poseen sistemas deslizantes (proceso por el
cual la deformación plástica se produce por un movimiento de dislocación) como en los
materiales cristalinos, los vidrios metálicos muestran una deformación elástica de más del
2 % antes de llegar a la deformación plástica, dicha deformación adicionalmente escala
con la temperatura como (T/Tg)

2/3 [20]. Por ejemplo los vidrios metálicos compuestos
de Co-Fe-Ta-B y Co-Fe-Ta-B-Mo registran a temperatura ambiente una resistencia a la
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Figura 1.6: Los vidrios metálicos combinan la alta tensión de las aleaciones metálicas
con la elasticidad de los poĺımeros

tensión de fractura σf , con valores de 5.2 y 5.5 GPa, cuyos valores se encuentran cercanos
a la resistencia teórica [21]. Otros tipos de vidrios metálicos tienen un σf del mismo orden
como son: los basados en Fe con un σf ≈4 GPa y los basados en Cu y Zr con un σf≈
2 GPa. La dureza y la resistencia a la fractura de los vidrios metálicos se encuentran
correlacionados con el modulo de Young y otras propiedades caracteŕıstica como la Tg
[22]. La correlación entre la Tg y el σf , es particularmente clara, a medida que Tg vaŕıa
entre los 700 K a los 900 K, σf se incrementa desde aproximadamente 2 GPa hasta los 5
GPa. Adicionalmente en la gráfica 1.7 se observa la relación que existe entre la tensión
de fractura y el modulo de Young para el vidrio metálico Zr70−x−yTixAlyNi10Cu20 [14].

La gran deformación elástica de los vidrios metálicos permite que estos sistemas al ser
sometidos a una gran carga, retornen a su posición original, lo cual es de gran utilidad
en el almacenamiento de gran cantidad de enerǵıa mecánica para múltiple aplicaciones
como: equipos deportivos, manómetros de presión, resorte etc [23].

Uno de los problemas que mas atención ha tenido en las propiedades mecánicas
de los vidrios metálicos es la catástrofe por tensión uniaxial. Debido a la ausencia de
dislocación mediada a través de deslizamientos cristalográficos, la deformación en los
vidrios metálicos se produce en finas bandas de cizallamiento inicialmente de solo 10 nm
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Figura 1.7: Relación entre la tensión de fractura σf y el modulo de Young E para el
vidrio metálico Zr70−x−yTixAlyNi10Cu20 [14]

de espesor [19]. Una fuerte cáıda en la viscosidad (ablandamiento de cizallamiento) ocurre
en las zonas de deformación y facilita el flujo inicial en las bandas de cizallamiento. Esta
localización adicional del flujo plástico deja un fallo en el cizallamiento sin plasticidad
macroscópica significativa.

Sin embargo, ya que la mayoŕıa de vidrios metálicos fallan de esta forma, algunos
vidrios metálicos sufren deformación plástica sorprendentemente amplia en compresión
o flexión, o bajo una presión alta y confinada. En los últimos años este fenómeno ha sido
reportado para vidrios metálicos basados en: Cu y Zr [24]. Cuando estos vidrios metáli-
cos sufren deformación extensiva, muestran trazos de varias bandas de cizallamiento.
Una pregunta aun sin resolver es por qué las bandas de cizallamiento no se encuentran
en algunos tipo de vidrios metálicos en vez de conducir a la fractura catastrófica por
ablandamiento del cizallamiento en una o en algunas de estas bandas.

El trabajo de Spaepen y Turnbull [25] en DRHP formuló satisfactoriamente meca-
nismos para el ablandamiento por cizallamiento, basado en la generación de exceso de
volumen libre. Es claro desde entonces que los átomos en los vidrios metálicos no son áto-
mos empaquetados aleatoriamente de forma densa. En vez de eso son grupos de átomos,
densos, empaquetados aproximadamente de una forma eficiente, de diferentes tamaños
y algunas veces exhibiendo un rango de orden medio (Medium Range Order MRO) a
una escala entre 1 nm y 2 nm [26]. Las bandas de cizallamiento son pensadas como las
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iniciadores de la percolación, donde a medida que se aumenta la tensión sobre el sis-
tema, se observan zonas de movilidad atómica de tamaños que vaŕıan entre 1 y 2 nm,
conocidas como zonas de transformación de cizallamiento [27]. Por tanto parece ser que
el MRO, las zonas de transformación de cizalladura y el tamaño cŕıtico de los núcleos
cristalinos, existen a la misma escala de longitudes en los vidrios metálicos [28]. Por tanto
la respuesta a la deformación plástica se espera que dependa de como MRO evoluciona
con la deformación y de una manera mas espećıfica como MRO afecta la operación y la
percolación de las zonas de transformación de cizallamiento y la posible formación de
nanocristales.
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Pentóxido de Niobio

Nb2O5 es uno de los compuestos con mayor capacidad dieléctrica conocidos, pue-
de llegar a ser utilizado en varias aplicaciones electrónicas tales como transistores de
puertas dieléctricas y capacitores de memoria con acceso dinámico aleatorio (DRAM)
[29]. También, sus propiedades foto-cataĺıticas han sido estudiadas por varios autores
[30, 31]. Estas propiedades foto-cataĺıticas se deben a la creación por irradiación de un
par electrón-hueco en la superficie; como consecuencia de la transferencia de carga entre
el par electrón-hueco, se favorece la absorción de moléculas en la superficie del semi-
conductor. Este hecho puede ser utilizado en la foto-degradación de contaminantes en la
superficie de Nb2O5 [32]. Además, Nb2O5 es también utilizado como un catalizador ácido
tolerante al agua, el cual es usado en diversas actividades acuáticas que involucran reac-
ciones como la hidrólisis, la deshidratación y la hidratación [33]. Es importante resaltar
que el cálculo de los parámetros cristalográficos, las propiedades electrónicas, dieléctricas
y ópticas de este compuesto por medio de DFT es una herramienta importante para la
comprensión de sus propiedades f́ısicas y su utilización en estas aplicaciones.

Nb2O5 existe en varias fases cristalinas estables dependiendo de la presión y la tem-
peratura a la cual se someta el sistema. En este caṕıtulo daremos una descripción de
la fabricación y caracterización de las fases del Nb2O5 que han sido reportadas en la
literatura, como se muestra en la tabla 2.1.

2.1. Producción y estabilidad experimental de las fa-

ses de Nb2O5

Una de las principales formas de sintetización de las diferentes estructuras de Nb2O5

es a través de métodos de transporte qúımicos, mediante digestión de un complejo amo-
niaco en amonio acuoso. En la ecuación 2.1 y 2.2 se muestran las dos reacciones para la
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Tabla 2.1: Fases del Nb2O5 estudiadas en esta tesis

Número de Formulas Qúımicas Red de Bravais Grupo Espacial Referencia
B 4 Monocĺınica C2/c [34, 35]
H 14 Monocĺınica P2/m [36]
M 16 Tetragonal I4/mmm [35]
N 16 Monocĺınica C2/m [37, 38]
P 4 Tetragonal I4122 [39]
R 4 Monocĺınica C2/m [40]
T 8.4 Ortorrómbica Pbam [41]

TT 4 Hexagonal P6/mmm [42, 43]
Z 4 Monocĺınica C2 [44]

obtención de Nb2O5 [45]

2(NH4)H2[NbO(C2O4)3] + 3(H2O)+NH3 → Nb2O5+3NH4OH+12CO2+6H2, (2.1)

2(NH4)H2[NbO(C2O4)3] + 3(H2O) +N2H4 → Nb2O5 + 3H2O + 12CO2 + 2N2 + 11H2.
(2.2)

En la tabla 2.2 se listan diferentes fases obtenidos por medio de este proceso, repor-
tadas por Brauer [46] y Schãfer et al. [47].

Tabla 2.2: Transiciones de fase obtenidas por medio de transporte qúımico

Brauer [46] Amorfo −−−→
600◦C

T −−−→
850◦C

M −−−−→
1050◦C

H

Schãfer et al. [47] Amorfo −−−−−−→
500−600◦C

TT −−−−−−→
600−800◦C

T −−−→
850◦C

H

NbO2 −−−→
320◦C

TT −−−→
410◦C

T −−−→
817◦C

B −−−→
960◦C

H

B −−−→
900◦C

H ; P −−−→
900◦C

H; N−−−−−−→
900−1000◦

H

Los diagramas de fases de Nb2O5 han sido reportado por varios autores [48, 49, 50,
44], a continuación haremos una breve descripción de las posibles transiciones medidas
experimentalmente.

Transiciones entre las fases T y H y de la B a la H, bajo efectos de la temperatura y
la presión han sido reportadas experimentalmente por Tamura [48] usando tres tipos de
dispositivos que generan alta presión:
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Pistón ciĺındrico que genera una presión entre 0.5 hasta 2 GPa.

Pistón tipo correa que genera una presión entre 3 y 6 GPa.

Pistón tipo Bridgman que genera una presión de ≈ 15 GPa.

Observó transiciones de la fase H a la B a una temperatura de 300 ◦C y un cambio de
presión de 150 kb. Tamura también observó que la fase H se transforma primero a B
y luego a T a medida que se aumenta la temperatura a presión constante. También se
encuentra una transición directa de la fase H a la B con una presión de 15 GPa y una
temperatura de 300 ◦C, y de la fase H a la T para una temperatura mayor de 1000 ◦C
y una presión de 0.5 GPa [44].

En la figura 2.1 se observa un diagrama de fase para este compuesto.

H I G H - P R E S S U R E  P H A S E  R E S E A R C H  O N  N b , O s  

3.2. Direct Transit ions from H to T and 
H t o B  

The t ransi t ions  f rom T to H and f rom B to H 
under  a tmospher ic  pressure have been observed 
by previous  workers.  However ,  the direct  reverse 
t ransi t ions  have not  been repor ted .  The present  
s tudy revealed that  the reverse t rans i t ions  are 
possible under  high pressures.  The T fo rm has 
been considered as the low- tempera ture  form. I t  
is clear  f rom the present  exper iment  tha t  the 
t empera tu re  range over  which the T fo rm is 
s table is extended cons iderably  under  high 
pressures.  The results are shown in fig. 4 and  
summar i sed  in table  IV. The values o f  packing  
pa ramete r s  ,~ = Vp/A, where V = volume of  
ions, p = density, A = molecular  weight,  are, 

= 0.49 (H form),  )t = 0.54 (T form),  ), = 0.57 
(B form). 

F r o m  the Eyr ing  theory  the react ion-ra te  
coefficient is given by:  

k oc e x p ( -  A H * / R T ) e x p ( A S * / R )  
k(p)/k(1) = exp {(/I//1" - AHp*) /RT}  

exp{(ASp* - ASI*) /R}  
where K(v) is the reac t ion  rate  coefficient under  
pressure,  A H *  is the act ivated en tha lpy  and AS*  
the ac t iva ted  ent ropy.  The value o f  kw)/k(1 ) may  
be increased by the effects of  pressure and  stress. 

r 
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Figure 4 Pressure/temperature/structure relationships for 
Nb2Os. 

TABLE IV Phase relations for Nb205. 
H-T 
A V = - 5.1 cm3/mol at 

1 atrn. 
P(kb> = 0.02T(~ - 15 
AH ~ - 3 kcal/rnol 
(exothermic) 
A S ~ - 2 cal/mol deg 

T-B 
A V = - 3.1 cmS/mol at 

t atm. 
P(kb) = 0 . 1 8 T ( ~  - -  120 
AH ,~ - 10 kcal/mol 
(exothermic) 
AS ~ - 10 cal/mol deg 

When  the H fo rm was pressed at  150 k b  and  
300~ for several seconds, the B form ob ta ined  
showed interest ing X-ray  pat terns .  The reflec- 
t ions f rom (111) and (111) were sharp,  while the  
reflections f rom (400),  ( 3 i l )  and  (020),  were 
diffuse. This m a y  indicate tha t  the a r rangements  
of  (111) and  (111) planes are comple ted  before  
the ar rangements  of  (400),  (311) and (020)  
planes,  and  this may  be unders tood  bet ter  when 
the structure of  the B fo rm is looked  into. 
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Figura 2.1: Diagrama de presión contra temperatura para Nb2O5 [48], donde las ĺıneas
oblicuas dividen las diferentes regiones de existencia de las fases de Nb2O5. Los cuadros
blancos son datos donde se observó la fase H, cuadros negros corresponden a la fase T y
el cuadro semi relleno es la fase B del Nb2O5.

En el trabajo realizado por Kodoama et al. [49] se estudió la estabilidad termodinámi-
ca de las fases T, B, P y H, donde se muestra que la fase mas estable por encima de los
760 ◦C a una presión de una atmósfera es la fase H y por debajo de esta temperatura
la fase B. A una temperatura de 800 ◦ C la estabilidad relativa de las cuatro fases se
incrementan en el siguiente orden T→P→B→H. Adicionalmente en la figura 2.2(a) se
observa que la estabilidad relativa de las cuatro fases a una temperatura de 800 ◦C es de
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la forma T → P → B → H y para una temperatura de 600 ◦C T → H → B → P, siendo
la fase T la menos estable para ambas temperaturas. Adicionalmente se observa que las
fases B y H se intersecan a una temperatura de 760 ◦ C, mostrando que la fase H es la
mas estable por encima de esta temperatura y la fase B por debajo de dicha tempera-
tura. En el rango de temperaturas entre 600 y 800 ◦C de la figura 2.2(a), la curva de la
fase T se encuentra por encima de las otras tres fases, y se observa adicionalmente que
dicha fase no es estable para ninguna temperatura a presión atmosférica. Finalmente en
la figura 2.2(a) la fase P ocurre a temperaturas inferiores a 430 ◦C. En la figura 2.2 (b) se
muestra un diagrama esquemático de presión contra temperatura a partir la de enerǵıa
libre contra temperatura (2.2(a)).

420 H. KODAMA, T. KIKUCHI, M. GOT0 

experiments D-3 and D-4 in Table III. The G-T curve for the P-form probably lies 
nearly parallel to that for the B-form at a short distance. above it. In view of evidence 
such as the P-form alone occurring at a temperature as low as 430°C by the chemical 
transport method (C-21, Table I), and that the P-form transforms in air into the 
H-form at a temperature (about SSO’C) lower than that at which the B-form trans- 
forms into the H-form (about 900°C) it may not be unreasonable to assume that the 
G-T curves for the both forms intersect at a temperature below 600” C. A schematic 
pressur~temperature phase diagram, based on the above G-T diagram, is proposed 

(b) 

(4 

Fig. 1. (a) A free-energy-temperature diagram for the four modifications of niobium pentoxide. (b) A 
pressure-temperature diagram for the four modifications of niobium pentoxide. 

in Fig. 1 (b). As shoutn in this Figure, the P-, B- and H-forms are probably the stable 
forms under the atmosphere at low, medium and high temperature ranges, respectively. 
Experiments under very high pressure to determine the stability fields with respect to 
pressure and temperature have recently been carried out by Tamural’ in our In- 
stitute. The results are favorable. 

J. Less-Common Metals, 29 (1972) 

Figura 2.2: Diagrama de las fases B, T, P, H de Nb2O5. (a) Temperatura versus enerǵıa
libre, (b) presión versus temperatura [49]

.
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Kikuchi et al. [51] realizaron experimentos de choque de carga en cristales simples
de H-Nb2O5, variando la presión desde 5 hasta 50 GPa, usando el método de pistola. Se
observaron transiciones de la fase H a la fase T a una presión mayor de 15 GPa. Por otro
lado, a partir de la fase T y la estructura rutilo NbxO2 con x = 0,94, Kikuchi et al. [50]
observaron una nueva fase llamada X, a una presión mayor de 40 GPa. Imágenes de alta
resolución de esta fase, fueron interpretadas como desorden bi-dimensional de la fase H.

Posteriormente Zibrov et al. [44] partiendo de la fase H y utilizando un dispositivo
de cámara tipo toroide para variar la presión, realizaron śıntesis de muestras a altas
presiones para intervalos de presión entre 5 y 8 GPa, y una temperatura entre 900 y
1400 ◦ C. Mediante un análisis de rayos X se observó la fase B a una presión de 5
GPa y una temperatura entre 900 y 1000 ◦ C, y una mezcla de la fase B y la Z a una
presión que vaŕıa entre 7.5 y 8 GPa y una temperatura entre 800 y 1100 ◦ C. Para altas
presiones y temperaturas encontraron la fase T, en un rango de presiones entre 7.5 y
8 GPa y temperatura entre 1250 y 1300◦ C. Finalmente para temperaturas mayores a
1350 ◦ C la composición predominante es NbO2, como se puede observar en la figura 2.3.
Adicionalmente se mostró que la fase Z era menos estable que las fases B y T, y que solo
se encontró en forma de mezcla con la fase B en proporciones iguales.

FIG. 1. A model showing the filled high-pressure cell: 1, limestone cell;
2, graphite covers; 3, BN covers; 4, graphite heater; 5, thermocouple; 6,
Al

⌅
O
⌃

tube; 7, Pt foil; 8, sample.

X-RAY DIFFRACTION AND THERMAL
ANALYSIS STUDIES

X-ray powder photographs of all samples were taken in
a subtraction-geometry Guinier—Hägg focusing camera,
with strictly monochromatized CuKa

↵
radiation. Si was

used as the internal standard.
The X-ray results, summarized in Fig. 2, show that B-

Nb
⌅
O
 

was prepared at P"5.0 GPa, (�"900°C and
1000°C) and that a mixture of B-Nb

⌅
O
 

and an unidentified
phase (denoted Z below) was formed at P"7.5—8.0 GPa and
�"800—1100°C. The previously reported high-pressure,
high-temperature modification (T-Nb

⌅
O
 
) was found in the

samples prepared at �"1250°C, P"7.5 GPa and
�"1300°C, P"8.0 GPa. At still higher temperatures,
�'1350°C, oxygen was lost from the starting material,
resulting in the formation of NbO

⌅
, which was confirmed

from its X-ray powder pattern.
Thermogravimetric analysis (TGA) studies were made on

two samples in a Perkin Elmer TGA7 apparatus. The TGA
run of a sample consisting of B-Nb

⌅
O
 

and the unknown
Z-phase (Fig. 3) showed that heating in oxygen caused no

FIG. 2. Temperature/pressure relationships for B, T, and Z-forms of
Nb

⌅
O
 

as found in the present work.

FIG. 3. Thermogravimetric analysis data for the products: (a) NbO
⌅

obtained at P"8.0GPa, �"1400°C; (b) two-phase sample of the B and
Z modifications of Nb

⌅
O
 

obtained at P"8.0 GPa, �"1000°C.

weight increase. This means that the stoichiometry of the
sample is almost exactly Nb

⌅
O
 

and the unknown phase is
thus regarded as a new modification of Nb

⌅
O
 
. The X-ray

powder patterns obtained from the starting sample and the
final product after the TGA run are shown in Fig. 4. The
latter product was identified as consisting of a mixture of
B-Nb

⌅
O
 

and T-Nb
⌅
O
 
. It can therefore be concluded that

the new Nb
⌅
O
 
-modification is less stable than the B and

T forms when heated at ambient pressure. The amount of
Z-Nb

⌅
O
 

in the two-phase samples depended on the experi-
mental conditions (�, and time). The maximum content of
Z-Nb

⌅
O
 

in the samples was &50%. After the high-pres-
sure synthesis the samples had a white color with a touch of
gray, which also supports the assumption of an Nb

⌅
O
 

composition for the Z-modification. The samples were very
soft and could be easily crushed in a mortar. The oxygen

FIG. 4. (a) X-ray powder pattern of the two-phase sample in Fig. 3b.
(b) X-ray powder pattern of the same sample after running it in O

⌅
atmo-

sphere in the TGA apparatus.
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Figura 2.3: Relación entre la temperatura y la presión para las fases B, T y Z de Nb2O5

[44].
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2.2. Propiedades F́ısicas

Las propiedades f́ısicas de Nb2O5 dependen considerablemente de sus distintas fases y
su proceso de formación. La temperatura de fusión de este sistema es de 1495 ◦ C [52]. La
densidad de H y otras modificaciones cristalinas del pentóxido de niobio tienen un valor
aproximado de 4.5 g/cm3, para la fase B se han reportado valores de aproximadamente
5.4 g /cm3 [53, 47, 54, 55]. En el caso de la fase amorfa Schãffer et al. reportó [47] un
valor de 5.12 g/cm3, valores mas bajos de 4.36 g/cm3 son reportados dependiendo del
proceso de formación [56].

El estado formal o natural de oxidación del niobio en este compuesto es +5 y co-
rresponde a la estructura electrónica [Kr] 4d0 es decir que todos los electrones d son
transferidos a la banda 2p del oxigeno y la banda 4d del niobio esta vaćıa [57]. Como re-
sultado, Nb2O5 es un aislante [54]. El ancho de banda prohibida experimental de Nb2O5

se encuentra entre los valores de 3.4 a 4.9 eV, donde el valor reportado experimentalmen-
te para la fase cristalina de H es de 3.4 eV [45], en estudios de peĺıculas delgadas se han
observado para la estructura amorfa un valor de 4.35 eV y para la estructura cristalina
hexagonal un valor de 4.87 eV [58], finalmente mediante métodos de preparación sol gel
se han alcanzado valores de 4.2 eV [45].

El ı́ndice de refracción n también depende del tipo de estructura. Emmenegger y
Robinson [59] reportaron los siguientes valores del ı́ndice de refracción: para la fase B un
valor de 2.64, para la fase P un valor de 2.5 y para la fase H un valor de 2.6. Finalmente
Aegerter [60] reportó valores del ı́ndice de refracción de 2.0 y 2.26 para la fase T y TT
respectivamente.

La constante dieléctrica εr de Nb2O5 depende de la fase cristalina del sistema y tienen
un carácter anisotrópico. Emmegger y Robinson [59] hallaron valores de la constante
dieléctrica para las diferentes direcciones cristalográficas, de las fases B, P, T y H, cuyos
valores se muestran en la tabla 2.3. Adicionalmente Cho et al. [61] reportaron que la
constante dieléctrica de la fase T vaŕıa desde 60 hasta 100 dependiendo de su orientación
y para la fase H de Nb2O5 tiene un valor de aproximadamente 100. Para mono cristales
de Nb2O5 los valores reportados en la literatura oscilan en un rango de 35 a 50 [62]. Clima
et al. [43] reportaron valores de 〈ε〉, de las fases T y TT, de 58 y 38 respectivamente.
Finalmente para los sistemas amorfos de Nb2O5 el valor es de aproximadamente 41
[63, 64].

Los valores de la conductividad eléctrica de Nb2O5 han sido medidos por varios
autores. Por ejemplo Macek y Orel [65] reportaron un valor de conductividad eléctrica
que oscila entre 10−11 y 10−12 S/cm, pero no es claro si estos valores son de la fase TT o
de su fase amorfa. Schãfer et al. [66] hallaron un valor de 3×10−6 S/cm para la fase H.
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Tabla 2.3: Valores de la constante dieléctrica reportadas por Emmenegger y Robinson
[59]. Donde a1 y a2 son ejes perpendiculares al eje c y en la fase T 1,2, y 3 son tres ejes
mutuamente perpendiculares entre si.

Fase de Nb2O5 Eje cristalográfico Constante Dieléctrica ε
B a 50 ± 3

b 29 ± 3
c 35 ± 5

P c 30.6 ± 0.3
a1 29 ± 3
a2 33 ± 2

T 1 180 ± 20
2 95 ± 10
3 73 ± 10

H b 120 ± 20
⊥ b 30 ± 5

2.3. Estructuras Cristalinas

A continuación daremos una breve descripción de las estructuras que trabajaremos
en esta tesis, su estructura cristalina y los diferentes autores que las han reportado.

2.3.1. B-Nb2O5

Esta fase ha sido reportada por Laves et al. [34] y Ercit [67]. Laves et al. reportaron
una estructura monocĺınica centrada en la cara, con parámetros de red a =12.73 Å,
b =4.88 Å, c =5.56 Å y β =105.1 ◦, con una densidad de 5.29 g/cm3 y grupo espacial
C2/c. Las posiciones atómicas se muestran en la tabla 2.4.

Tabla 2.4: Posiciones de Wyckoff [34]

x y z
Nb 8f 0.140 0.249 0.238

O(1) 4c 0 0.25 0.099
O(2) 8f 0.389 0.031 0.054
O(3) 8f 0.295 0.375 0.426

En la figura 2.4(a) se muestra la estructura local del compuesto, donde en el centro
se encuentra un átomo de Nb y formando aproximadamente un plano alrededor de él
se encuentran cuatro átomos de O. Adicionalmente, se puede observar que los otros dos
átomos de ox́ıgeno se encuentran en una ĺınea aproximadamente perpendicular al plano
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Figura 2.4: Celda convencional de B-Nb2O5. (a) ilustra la estructura local de los átomos
de ox́ıgeno (esferas rojas) alrededor de niobio (esferas verdes), (b) proyección a lo largo
del eje b, (c) proyección a lo largo del eje c.

definido por los otros cuatro ox́ıgenos, formando de esta manera una estructura local con
una geometŕıa de octaedro distorsionado [34]. En la proyección a lo largo del eje b de
la figura 2.4(b), se observan los cuatro ox́ıgenos alrededor del átomo de Nb, los cuales
componen el plano de un octaedro distorsionado. Adicionalmente, cada octaedro formado
por un átomo de Nb en su centro comparte dos átomos de O con el octaedro formado por
el siguiente Nb, formando de esta forma el arreglo periódico de esta estructura cristalina.
En la proyección a lo largo del eje c de la figura 2.4(c), se observa en el centro de la celda
convencional un espacio intersticial de considerable extensión que puede ser utilizado en
el transporte de iones pequeños, por ejemplo iones de Li+, en esa dirección [68].

La caracterización dada por Ercit [67], esta posee la misma estructura y grupo espacial
que la reportada por Laves et al. Pero difieren en la posiciones de Wyckoff, las cuales se
muestran en la tabla 2.5 y adicionalmente la posición de Wyckoff del O(1) para Ercit
es de 4e, a diferencia de la reportada por Laves et al. que es 4c. Ercit también muestra
como el Nb se encuentra con un número de coordinacón de seis. Dicha coordinación es
de orden octaedral [NbO6], los cuales son altamente distorsionados. En la figura 2.5 se
muestra una proyección sobre el eje y, donde se observan los octaedros distorsionados
reportados por Ercit.

Tabla 2.5: Posiciones de Wyckoff [67]

x y z
Nb 8f 0.35980(2) 0.25874(5) 0.25120(4)

O(1) 4e 0.5 0.3965 0.25
O(2) 8f 0.1088(2) 0.4421(5) 0.4709(4)
O(3) 8f 0.2055(2) 0.0723(4) 0.1258(4)
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Figura 2.5: Proyección sobre el eje b de la fase B Nb2O5 reportada por Ercit [67].

2.3.2. H Nb2O5

La fase H tiene una estructura monocĺınica, con grupo espacial P2/m [36], con
parámetros de red a =21.153 Å, b =3.8233 Å, c =19.356 Å y β =119.8 ◦, con una
densidad de 4.55 g/cm3. Las posiciones de Wyckoff del sistema constan de: seis posicio-
nes de Nb en 2n, siete posiciones de Nb en 2m, una posición de Nb en 1g y una posición
de Nb 2i con una ocupación de 1/2. Para el O se tiene: una posición de O en 1f , otra
posición de O en 1h, 18 posiciones de O en 2m y 16 posiciones de O en 2n. En la figura
2.6 se muestra la estructura cristalina completa reportada por Kato [36]. Todos los nio-

Figura 2.6: Proyección sobre el eje b de la fase H Nb2O5 reportada por Kato [36].

bios exceptuando la posición 2i del Nb, están rodeados octaedralmente por seis átomos
de O y la posición 2i del Nb por cuatro átomos de O. Las distancias entre los átomos de
O que no comparten la misma arista en un octaedro vaŕıan entre 2.706 Å y 3.152 Å. Las
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longitudes máximas, mı́nimas y media entre átomos de O que comparten la misma arista
de un octaedro son: 2.706 Å, 3.152 Å y 2.845 Å respectivamente. Las distancia entre dos
Nb con orden octaedral que comparten la misma arista vaŕıa entre 3.773 y 3.957 Å[36].

2.3.3. M Nb2O5

La fase M tiene una estructura tetragonal centrada en el cuerpo, grupo espacial
I4/mmm reportada por Wadsley et al. [35], con parámetros de red a =20.44 Å y b =3.832
Å. Esta estructura muestra un orden octaedral alrededor de los átomos de Nb. Donde se
forma bloques 4×4 de octaedros diagonales sobre el eje cistalográfico c, como se observa
en la figura 2.7. Las posiciones de Wyckoff para el Nb son: dos posiciones del Nb en 8i,
y una posición del Nb en16l. Para los ox́ıgenos se tienen: dos posiciones O en 8j, tres
posiciones de O en 16l, y dos posiciones de O en 8h.

Figura 2.7: Proyección de las fase M Nb2O5: a lo largo del eje c (a) y a lo largo del eje
b (b) [35].

2.3.4. N Nb2O5

La fase N tiene una estructura monocĺınica centrada en las caras con grupo espacial
C2/m. La celda unitaria tiene parámetros a =28.51Å, b =3.83 Å, c =17.48 Å y β=120.8
◦. Sus posiciones de Wickoff para el Nb son 8 en 4i y 20 posiciones del O en 4i [37, 69].
Adicionalmente Anderson [69] reporta que el sistema tiene bloques 4×4 de octaedros
que comparten un átomo de O y en el centro se encuentra un átomo de Nb, con una
extensión infinita a lo largo del eje b. En la figura 2.8 se muestra los octaedros reportados
por Anderson.
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Figura 2.8: Proyección de las fase N Nb2O5, a lo largo del eje c, donde se observan
octaedros en bloques de 4×4.

2.3.5. P Nb2O5

La fase P tiene una estructura tetragonal centrada en el cuerpo, grupo espacial I4122
reportada por W. Petter y F. Laves [39] y con una densidad de 5.3 g/cm3. Los parámetros
de red son: a =3.876 Å y c =25.43 Å. Las posiciones de Wyckoff del Nb y el O fueron
extráıdas a partir de la figura reportada en el art́ıculo de Petter y Laves, la cual se
reproduce en la figura 2.9. La posiciones de Wyckoff extráıdas se muestran en la tabla
2.6. Adicionalmente se observa un orden octaedral en el sistema, donde las bases del
tetrágono se encuentran formadas por seis octaedros y en el centro de la proyección a lo
largo del eje b se encuentran dos octaedros compartiendo un átomo de O a una distancia
de 2.9 Å, finalmente estos octaedros comparten dos átomos con otros dos octaedros
formando los octaedros que se observan en la mitad de las aristas del eje c (el lado más
largo en la figura 2.9).

Figura 2.9: Estructura de la fase P Nb2O5 con las posiciones extráıdas del gráfico de W.
Petter y F. Laves [39].
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Tabla 2.6: Posiciones de Wyckoff de P Nb2O5

x y z
Nb 8c 0 0 0.1129

O(1) 4a 0 0 0
O(2) 8c 0 0 0.2258
O(3) 8c 0 0 0.3629

2.3.6. R Nb2O5

La fase R tiene una estructura monocĺınica centrada en la cara, grupo espacial C2/m
[40]. La estructura es esencialmente idéntica a la V2O5 [70]. La celda unitaria tiene
parámetros a =12.79 Å, b =3.826 Å, c =3.983 Å y un ángulo de β =90.75 ◦. Las
posiciones de Wyckoff del sistema son: cuatro posiciones del Nb en 4i, cuatro posiciones
de O en 4i y dos posiciones de Nb en 4a. En la figura 2.15 se muestran el arreglo de
octaedros reportados por Gruehn[70].

Figura 2.10: Proyección de la fase R Nb2O5, a lo largo del eje b [70].

2.3.7. T Nb2O5

La fase T tiene una estructura ortorrómbica y grupo espacial Pbam [41], con paráme-
tros de red a =6.175 Å, b =29.175 Å y c =3.930 Å, con una densidad de 5.236 g/cm3. Los
números de coordinación del Nb son seis y siete, donde la coordinación seis para octae-
dros distorsionados y la coordinación de 7 para bipirámides pentagonales. Las posiciones
de Wyckoff para el Nb son: cuatro posiciones del Nb en 8i con ocupación de un 1/2,
tres posiciones de Nb en 4g y ocupación de 0.08 para dos átomos de Nb y una de 0.04
para el Nb restante. Para el O tenemos todas las ocupaciones enteras, con las siguientes
posiciones de Wyckoff : cuatro O en 4g, seis O en 4h y un O en 2b. En la figura 2.11 se
muestra la proyección de la estructura sobre el eje c.
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Figura 2.11: Proyección sobre el eje y de la fase T Nb2O5 reportada por V. Katsuo y S.
Tamura, donde no se muestran las posiciones (4g) del Nb [41].

Las posiciones 8i del Nb generan dos tipos de poliedros: octaedros distorsionados
(coordinación 6 alrededor del Nb) como la fase B y bipirámides pentagonales( coordina-
ción 7), Como se puede observar en la figura 2.12

Figura 2.12: Motivos de la coordinación bipiramidal pentagonal de orden 7 y octaedral
de orden 6 del Nb, en la fase T Nb2O5 reportada por V. Katsuo y S. Tamura [41]

Debido a la no estequiometŕıa de la fase T, Clima et al. [43] propusieron que la
fase T era isoestrucutral a la fase β Ta2O5 a partir de muestras de XRD para ambas
fases, como se muestra en la figura 2.13. A partir de esta propuesta tomaron el modelo
construido por Ramprasad et al. [71] de β de Ta2O5 y optimizaron los parámetros de la
celda ortorrómbica para la fase T, arrojando valores de a =7.23 Å, b =7.38 Å y c =3.68
Å para el modelo de la fase T.

replaced by a sum on a Monkhorst–Pack grid of special k-points:
4 ! 4 ! 4, 4 ! 4 ! 8, and 9 ! 9 ! 4 for the orthorhombic and
hexagonal A and B crystalline structures, respectively. The ionic
position and cell volume optimizations were performed with the
following convergence criteria: 10−4 Ry/bohr for the Hellman–
Feynman forces and 10−5 Ry/bohr3 for the stress tensor. The dielec-
tric permittivity tensors, phonon modes, and Born effective charge
tensors were evaluated using a linear response.15,16 Vacancy-type
defects were computed on larger !1 ! 2 ! 2 and 1 ! 2 ! 4"
Ta2O5 supercells for which a finite-difference approach has been
used to calculate the dielectric response.17 Deviations of 5–10% for
the dielectric constant evaluated with the two approaches were ob-
served, independent of supercell size. We attribute this to the differ-
ent set of systematic errors that can occur during the finite-
difference and linear response approaches. The qualitative electronic
properties were computed at the LDA level, which suffers from a
systematic underestimation of the bandgap.18 A more quantitative
evaluation of the bandgap has been assessed by using the hybrid
PBE0 functional and a q-point integration grid of 1 ! 1 ! 1 be-
cause the bandgap was found converged with respect to the 2
! 2 ! 2 grid.19

Experimental

The films were deposited from aqueous citratoperoxo-niobate!V"
and citratoperoxo-tantalate!V" precursor solutions on 1.2 nm ISSG
SiO2/Si!100" substrates. More details on the preparation of the
samples can be found in Ref. 20-22. The film thicknesses were
determined by single wavelength ellipsometry !Plasmos" and X-ray
reflectometry measurements. The crystal phases were characterized
by ex situ X-ray diffraction !XRD". Circular Pt top electrodes !area
in the range from #1 ! 10−4 to 8 ! 10−4 cm2" were deposited
using a shadow mask to allow the electrical characterization by
capacitance–voltage !Agilent 4284 LCR precision meter" and
current–voltage !Keithley 4200 SCS" measurements.

Results and Discussion

Crystal structures.— In what follows, we consider a set of rep-
resentative crystal structures !Fig. 1" that are consistent with the
measured XRD experimental patterns !Fig. 2": the orthorhombic
!"-Ta2O5 and T-Nb2O5, Fig. 1a" and hexagonal phases !#-Ta2O5
and isostructural TT-Nb2O5, Fig. 1b and c".23,24 The orthorhombic
"-Ta2O5 !reported to be the dominant phase below 1630 K" displays
different oxygen content/vacancies that fluctuate with the level of
impurities, substrates, and processing conditions.4,25-27 The well-

characterized "-Ta2O5 phase corresponds to a Ta22O55 stoichio-
metric crystal whose unit cell size is unfortunately too large to be
handled by modern first-principles calculations. Therefore, we fol-
lowed the approach proposed by Ramprasad et al.28 and considered
a smaller crystal unit that neglects the presence of oxygen vacancies.
This ideal crystal model meets the requirements of an insulating
phase and is expected to be representative of the orthorhombic
structure.28 Indeed, the simulated powder XRD pattern !Fig. 2d-f" of
our simplified orthorhombic structure only shows minor differences
compared to the experimental signature !Fig. 2a-c". The optimized
cell parameters are a = 7.21 !7.23" Å, b = 6.13 !6.13" Å, and c
= 3.72 !3.70" Å for the Ta2O5 !Nb2O5" orthorhombic phase. The
hexagonal form of the oxides was modeled based on two possible
candidate structures !denoted as #A and #B, see Fig. 1b and c".
Fukumoto and Miwa24 found that the hexagonal #A phase of Ta2O5
is more stable than the #B one. Our bulk phase results confirm the
same energetic ordering. The #A phase #a = 7.48 !7.49" Å, b
= 7.37!7.38" Å, and c = 3.70!3.68" Å for Ta2O5 !Nb2O5"$ is more
stable than the #B phase #a = 3.35 !3.36" Å and c
= 8.80 !8.89" Å for Ta2O5 !Nb2O5"$ by 1.48 eV !1.41 eV" per
Ta2O5 !Nb2O5" formula unit. The hexagonal #A phase was energeti-
cally less stable than the " orthorhombic one by 1.22 eV/Ta2O5
!1.02 eV/Nb2O5". The optimized #A structure is somewhat dis-
torted from the ideal symmetric hexagonal one for the Ta !Nb" at-
oms, as illustrated in Fig. 1b. The high symmetry model is computed
to be unstable within the local density approximation. This analysis
confirms that the orthorhombic phase is the most stable one and is
expected to be predominant for the Ta and Nb oxides in thermody-
namic equilibrium conditions. Thin films of Nb2O5 were reported to
crystallize in a hexagonal phase at relatively low temperatures
!#500°C" on Pt and Ru substrates.9 Considering the nature of the
interface !stress and mismatch" and that the XRD peaks of the ortho-
rhombic and hexagonal phases may not allow a clear distinction of
the two phases in thin films, it is not excluded that both the ortho-
rhombic and hexagonal phases may coexist in thin !Nb1−xTax"2O5
films.

Dielectric constants.— Nb2O5 and Ta2O5.— Table I summarizes
the computed ionic and electronic components of the dielectric per-

Figure 1. !Color online" !a" Crystal structure of the LDA-optimized " ortho-
rhombic, !b" hexagonal #A !x and y top view", and !c" #B phases of M1M2O5,
M1,2 = Ta, Nb. In the mixed NbTaO5 orthorhombic oxide, !a" the 1–4 and
5–8 sites were randomly occupied by either a Nb or Ta site.

Figure 2. !Color online" XRD patterns of !NbxTa1−x"2O5 for !a, b, c, x
= 0, 1, 0.5" sol–gel films; powder diffraction simulated for "
!d, e, f , x = 0, 1, 0.5", #A !g, h, x = 0, 1", and #B !i, j, x = 0, 1"
phases.

G21Journal of The Electrochemical Society, 157 !1" G20-G25 !2010" G21

Downloaded 27 Jan 2010 to 130.238.194.26. Redistribution subject to ECS license or copyright; see http://www.ecsdl.org/terms_use.jsp

Figura 2.13: Patrón de difracción de rayos X para (NbxTa1−x)2O5 para a, b, c con
x =0,1,0.5 respectivamente [43].
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2.3.8. TT Nb2O5

En 1945 Fevel y Rinn [72] describieron esta fase como un cambio de la fase T a
una temperatura de 700 ◦C, posteriormente Holtzberg et al. [73] examinaron esta fase y
sugirieron que es un estado pobremente cristalino de la fase T. Brayner y Bozon-Verduraz
[45] reportarón la fase TT como una celda pseudo-hexagonal, con vacancias de ox́ıgenos
y con orden alrededor del Nb de bipirámides tetragonales y pentagonales. Finalmente
clima et al. [43] propusieron que la fase TT de Nb2O5 era isoestrucutral a las fase δa
Ta2O5, a partir de muestras de XRD para ambas fases, como se muestra en la figura
2.13. Las cuales fueron comparadas con una simulación de difracción de rayos X, de
la fase δ de Ta2O5, reportada por Fukumoto y Miwa [42]. A partir de esta suposición,
optimizaron los parámetros de la celda pseudo hexagonal para la fase TT, arrojando
valores de a =7.49 Å, b =7.38 Å y c =3.68 Å. En la figura 2.14 se muestra la proyección
de la faseTT alrededor del eje c, donde podemos observar las bipirámides tetragonales y
hexagonales reportadas por Brayne y Bozon-Verduraz.

Figura 2.14: Proyección a lo largo del eje c donde se puede apreciar el orden biparimidal
tetragonal y hexagonal para el modelo reportado por Clima et al. [43]

2.3.9. Z Nb2O5

La fase Z fue observada en un rango de presiones entre 7.5 hasta 8 GPa y en un
rango de temperaturas entre 800 y 1100 ◦C. Esta fase solo se presenta como una mezcla
con la fase B Nb2O5 y su contenido vaŕıa entre 40 % y 50 % [74]. Su estructura esta
compuesta por capas de Nb y O alternándose entre śı, adicionalmente tiene coordinación
6 y 7 alrededor del Nb, formando de esta forma octaedros distorsionados y biparimides
pentagonales. Esta fase tiene una estructura monocĺınica centrada en la cara y grupo
espacial C2 [44, 74]. La celda unitaria tiene parámetros a =5.2193Å, b =4.6995 Å,
c =5.9285Åy β =108.559 ◦ Las pociones de Wyckoff de este sistema son: cuatro átomos
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de Nb en la posición 4c, dos posiciones de O en 4c y una posición de O en 2b. En la
figura 2.15 se pueden observar los ordenes octaedral y bipirámidal que presentan esta
estructura.

Figura 2.15: Proyección de las fase Z a lo largo del eje b [44].
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3

Dinámica Molecular

La dinámica molecular es un método usado ampliamente para estudiar sistemas de
muchas part́ıculas. Esta consiste esencialmente en integrar las ecuaciones de movimiento
de un sistema numéricamente. Por tanto, este tipo de simulación muestra como el sistema
evoluciona en un intervalo de tiempo dado, es decir, como el sistema se mueve a lo largo
de su trayectoria en el espacio de fase determinado por las ecuaciones de movimiento.
La gran ventaja de la dinámica molecular es que evalúa valores esperados de cantidades
f́ısicas a través de la f́ısica estad́ıstica, sustentado en la hipótesis ergódica, y además es
posible evaluar propiedades dinámicas del sistema como: el transporte de calor y carga,
coeficiente de difusión, densidad de estados vibracionales, etc.

3.1. Dinámica Molecular Clásica

En la dinámica molecular clásica, el estado microscópico de un sistema puede ser
especificado en términos de la posición y momento de un conjunto de part́ıculas (átomos
y moléculas). Desde el punto de vista clásico, las ecuaciones que gobiernan las posiciones
y el momento de las part́ıculas está dada por el Hamiltoniano del problema , el cual para
un sistema de N part́ıculas se escribe como la suma de la enerǵıa cinética y la enerǵıa
potencial de un conjunto de coordenadas para la posición qi y para los momentos pi
para cada part́ıcula i, donde adoptamos la siguiente notación condensada [2]

q = (q1,q2, · · · ,qN),

p = (p1,p2, · · · ,pN),

y el Hamiltoniano es escrito como:

H(q,p) = K(p) + V(q). (3.1)

Las coordenadas generalizadas q pueden ser algunas veces coordenadas cartesianas ri
de las part́ıculas, pero en algunas simulaciones moleculares, las moléculas son tratadas

37
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como cuerpos ŕıgidos, en donde las coordenadas generalizadas q consisten de un conjunto
de coordenadas cartesianas ri para el centro de masa de las moléculas y un conjunto de
coordenadas Ωi que especifican la orientación de las moléculas. La enerǵıa cinética toma
la forma de

K =
N∑

i=1

∑

α

piα
2mi

, (3.2)

donde mi es la masa de la part́ıcula y el ı́ndice α corre sobre las diferentes componentes
del momento ĺıneal de la part́ıcula i. La enerǵıa potencial V contiene la información
de la interacción entre las part́ıculas, con este potencial y el momento ĺıneal es posible
construir el H (3.1) y las ecuaciones de movimiento. Como caso particular es posible
construir las ecuaciones cartesianas de movimiento:

mir̈ = fi (3.3)

donde mi es la masa de la part́ıcula i y la fuerza se calcula a partir del potencial V como:

fi = −∇riV (3.4)

De esta forma, para cada part́ıcula i del sistema constituido por N part́ıculas, se tiene
que la aceleración de cada part́ıcula viene dada por la ecuación (3.3). Por tanto se ob-
tienen 6N ecuaciones diferenciales de segundo orden, acopladas, las cuales se solucionan
computacionalmente, obteniendo las posiciones y las velocidades para diferentes tiempos.
La evolución temporal de nuestro sistema, se encuentra asociado a un ensamble a través
de la hipótesis ergódica [75]. En esta tesis nos ocuparemos del ensamble microcanónico,
cuyo estado termodinámico está caracterizado por un número de part́ıculas constante,
un volumen constante y una enerǵıa constante (NVE). En la figura 3.1 se muestran los
pasos básicos en una simulación de dinámica molecular, donde las posiciones iniciales
x0 del sistema son dadas a partir de la geometŕıa inicial del sistema y las velocidades
iniciales v0 a través del teorema de equipartición de la enerǵıa

〈K〉 =
3N

2
kBT, (3.5)

donde 〈K〉 es la enerǵıa cinética promedio de la simulación, kB y T son la constante de
Boltzman y la temperatura, respectivamente. Luego que las condiciones iniciales están
dadas se calculan las fuerzas a través del potencial interatómico (3.4), posteriormente se
procede a resolver las ecuaciones de movimiento, las cuales dan las nuevas posiciones y
velocidades de las part́ıculas, y finalmente se realiza iterativamente este proceso cuantas
veces sea necesario hasta alcanzar el equilibrio del sistema como se muestra en la figura
3.1. Para determinar cuando el sistema se encuentra en equilibrio es necesario aumentar
el número de pasos hasta obtener una buena estad́ıstica, una termalización adecuada del
sistema y que el sistema cumpla con el principio de consevación de la enerǵıa.
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Figura 3.1: Diagrama de los pasos principales en una simulación en Dinámica Molecular
Clásica

3.1.1. Potencial Interatómico

Los potenciales interatómicos son una parte fundamental en la dinámica molecular
clásica, debido a que con ellos es posible calcular las fuerzas que actúan sobre los átomos
y de esta manera hallar las posiciones y las velocidades para un tiempo t, como se
muestra en la figura 3.1. Una buena elección del potencial garantiza una representación
realista del sistema. Para un sistema de N part́ıculas, la enerǵıa potencial V puede ser
representada en la siguiente forma:

V =
∑

i

v1(ri) +
∑

i

∑

j>i

v2(ri, rj) +
∑

i

∑

j>i

∑

k>j>i

v3(ri, rj, rk) + · · · (3.6)

El primer término de la ecuación 3.6, representa el efecto de un campo externo sobre
cada part́ıcula en el sistema. El segundo término v2, es el potencial de pares el cual
depende solamente de la distancia entre part́ıculas rij. El término de tres cuerpos v3
incluye direcciones privilegiadas para los enlaces entre las part́ıculas, como en el caso del
Si [76].

A continuación describiremos brevemente los potenciales que usaremos en esta tesis.
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3.1.2. Potenciales de Lennard-Jones

Uno de los potenciales que más han usado en la literatura es el potencial de Lennard-
Jones, que fue uno de los primeros potenciales utilizados para llevar a cabo investigaciones
de materiales en dinámica molecular [1]. Su forma funcional está dada por

V (rij) = 4ε

[(
σ

rij

)12

−
(
σ

rij

)6
]
, (3.7)

una representación de este sistema se encuentra en la figura 3.2, donde σ representa la
distancia caracteŕıstica entre los vecinos y ε la profundidad del pozo. La ecuación 3.7
cuenta con una parte atractiva de la forma 1/r6 y una repulsiva de la forma 1/r12. En
la figura 3.2 se observa la variación del potencial de Lennard-Jones en función de la
separación r entre las part́ıculas, donde se observa que para valores superiores a r = 5
el valor del potencial es prácticamente cero. De esta forma en el cálculo de dinámica
molecular se propone un radio de corte rcut, en el que la contribución del potencial es
aproximadamente cero. Este radio de corte está determinado por el tipo de material que
se investiga y su objetivo principal es reducir el tiempo de cálculo asociado a la dinámica
molecular, ya que el número de pares de part́ıculas a evaluar disminuye drásticamente,
haciendo mucho más rápidos los cálculos.

Figura 3.2: Gráfico del potencial de Lennard-Jones para ε = 1 y σ = 2
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3.1.3. Potenciales Metálicos

Entre los muchos tipos de potenciales de pares que se utilizan en dinámica molecular,
en esta tesis nos centraremos en el potencial de Rosato, el cual pertenece a los tipos
de potenciales de pares metálicos, que describiremos a continuación. Los potenciales
metálicos siguen dos tipos de formalismos. El primero de estos, es el modelo del átomo
embebido (embedded atom model EAM)[77] y el segundo es el modelo de Finnis-Sinclair
(FSM)[78]. Ambos son potenciales que dependen de la densidad electrónica, derivado de
la teoŕıa de los funcionales de densidad y describen el enlace de un átomo metálico en
términos de su densidad electrónica local. Esto hace que este tipo de potenciales sean los
adecuados para describir las propiedades de los metales y las aleaciones como es el caso
de este trabajo. La formas generales de ambos métodos es:

Vmetal =
1

2

N∑

j=1

N∑

j 6=i
Vij(rij) +

N∑

i=1

F (ρi), (3.8)

donde F (ρi) es un funcional que describe la enerǵıa de un átomo inmerso en un material
volumétrico (bulk material), de densidad ρi, que se define como:

ρi =
N∑

j=1,j 6=i
ρij(rij). (3.9)

Cabe señalar que la densidad es determinada por el número de coordinación de los áto-
mos (primeros vecinos), definidos por pares, esto hace que el potencial metálico dependa
de su densidad local. Vij(rij) es un potencial de pares que tiene en cuenta la repulsión
electrostática y el apantallamiento. Los potenciales Finnis-Sinclair tienen diferente for-
mas análiticas como el potencial Finnis-Sinclair [78], Sutton-Chen [79] y el potencial de
Rosato [80], que utilizaremos en esta tesis, el cual tiene la siguiente forma:

Vij(rij) =ε exp

(
−prij − r0

r0

)
,

ρij(rij) = exp

(
−2qij

rij − r0
r0

)
, (3.10)

F (ρi) =− c√ρi,

donde Vij representa el potencial de pares repulsivo y F (ρi) el atractivo. r0 es la distancia
de los primeros vecinos y ε, p, c, qij son datos que se obtienen mediante el ajuste de los
datos obtenidos mediante la teoŕıa de los funcionales de densidad de las constantes de
red, la enerǵıa cohesiva y el modulo volumétrico. Para el caso de la aleación Cu46Zr54 el
ajuste de los valores de los parámetros, se muestra en la tabla 3.1. En la figura 3.3 se
muestra el perfil de enerǵıa contra distancia para este potencial.
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r0(Å) ε(eV) c(eV) p qij
Zr-Zr 3.2100 0.3688 2.3365 2.0250 7.9273
Cu-Cu 2.6356 0.2149 1.3483 2.7490 10.2215
Cu-Zr 2.9086 0.3615 2.0100 2.7960 8.6020

Tabla 3.1: Parámetros para la aleación Cu46Zr54 [81]

Energía

Distancia 

Figura 3.3: Gráfico del potencial de Rosato para los valores Zr-Zr de la tabla 3.1

3.2. Dinámica Molecular ab-initio

La exactitud de los resultados obtenidos de la dinámica molecular, dependen fuer-
temente del potencial inter-atómico que sea usado. Con el fin de evitar arbitrariedades
en la escogencia del potencial, o simplemente tratar casos donde dichos potenciales no
existen, se utiliza el formalismo de dinámica molecular ab-initio.

En este formalismo, el sistema con grados de libertad atómicos (en general rotaciones
y traslaciones ) es reemplazado por un sistema compuesto de iones (núcleo atómico mas
electrones de la coraza electrónica) y electrones de valencia, cada uno con sus propios
grados de libertad. Para cada instante del tiempo, el estado base electrónico es calculado,
resolviendo la ecuación de Schrödinger,

Ĥeφe(r; R) = Ee(R)φe(r; R), (3.11)

donde

Ĥe = −1

2

∑

i

∇2
i −

∑

k,i

Zk
rki

+
∑

i>j

1

rij
(3.12)
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en una forma auto consistente, donde las coordenadas iónicas entran como parámetros.
En otras palabras, el problema de hallar el estado base del sistema por medio de la
mecánida cuántica es parametrizado, asumiendo que los iones están fijos (aproximación
Born-Oppenheimer). Una vez que la función de onda del estado base es conocida, las
fuerzas entre los iones fi pueden ser obtenidas a partir de esta, sin necesidad de usar un
potencial inter-atómico, y a partir de esta fuerza es posible conocer el movimiento de los
iones a partir del procedimiento usual de la dinámica molecular, a través de la ecuación
3.3.

La dinámica molecular ab-initio mantiene los beneficios de la dinámica molecular
clásica, usando una representación cuántica mas refinada de la interacción entre átomos.
Sin embargo el costo desde el punto de vista computacional es mucho mayor, y por tanto
este procedimiento solo puede estudiar sistemas compuestos de unos poco cientos de
part́ıculas y unos miles de pasos temporales.

3.3. Algoritmos de Integración

En dinámica molecular uno de los métodos de integración más utilizado es el método
de Verlet, el cual es reversible en el tiempo y simple [2]. Este tipo de algoritmo genera
una trayectoria en el ensamble microcanónico (NVE), en el cual la enerǵıa total (enerǵıa
cinética más potencial) es conservada. Este algoritmo está sujeto a varios tipos de errores
como: errores de truncamiento, errores relacionados con la precisión misma del método
respecto a la solución real y los errores de redondeo asociados a la aritmética compu-
tacional involucrada. Este tipo de errores están relacionados directamente con el paso de
tiempo ∆t de tal manera que si se quiere mayor precisión en el método se debe escoger
un ∆t lo suficientemente pequeño. Este método de integración fue uno de los primeros
usados en la dinámica molecular [82], ya que tiene una buena precisión, sin ser compu-
tacionalmente costoso, como por ejemplo un algoritmo de Runge-Kutta. Con el fin de
deducir este algoritmo, hacemos un desarrollo de Taylor alrededor de la posiciones de las
part́ıculas r(t+ ∆t) y r(t−∆t)

r(t+ ∆t) = ri(t) + vi(t)∆t+
1

2
a(t)∆t2 +

1

6
b(t)∆t3 +O(∆t4) (3.13)

r(t−∆t) = ri(t)− vi(t)∆t+
1

2
a(t)∆t2 − 1

6
b(t)∆t3 +O(∆t4) (3.14)

en donde ri(t), vi(t), a(t) y b(t) son la posición, la velocidad, la aceleración y la derivada
temporal de la aceleración respecto al t iempo del átomo i en el instante t. sumando 3.13
y 3.14 obtenemos:

r(t+ ∆t) = 2r(t)− r(t−∆t) + a∆t2 +O(∆t4) (3.15)
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el cual es la forma básica del algoritmo de Verlet, donde podemos observar que el error
del método es del orden O(∆t4). La precisión, simplicidad y estabilidad de este modelo
lo hacen uno de los integradores más ampliamente utilizados en la dinámica molecular.

Uno de los problemas del método de Verlet es que las velocidades no pueden ser
derivadas de forma directa, por lo tanto a menudo se utiliza una variante del método de
Verlet conocido con el nombre de velocidad de Verlet, el cual incorpora explićıtamente las
velocidades de las part́ıculas en el algoritmo [83]. El esquema general del procedimiento
del método de velocidad de Verlet, está dado por:

1. Obtención de posiciones: r(t+ ∆t) = r(t) + v(t)∆t+ 1/2a(t)∆2.

2. Velocidades: v(t+ ∆t/2) = v(t) + (1/2)a∆t.

3. Nuevas aceleraciones obtenidas del potencial: a(t+ ∆t) = −(1/m)∇V (r(t+ ∆t)).

4. Nuevas velocidades: v(t+ ∆t) = v(t+ ∆t/2) + (1/2)a(t+ ∆t)∆t

Nótese que el error en velocidad de Verlet es el mismo que para el método de Verlet y que
el algoritmo supone que la aceleración sólo depende de la posición y no de la velocidad.

3.4. Condiciones de borde periódicas

Una de las formas de reproducir las propiedades volumétricas de los sistemas son
las condiciones periódicas de frontera (en una mol de un material existen del orden de
1023 átomos, el cual es inmanejable computacionalmente), que en el caso de la dinámica
molecular se implementan a través de los formalismos de condiciones de borde periódicas
y el método de mı́nima imagen.

Las condiciones de borde periódicas son fundamentales para obtener resultados acorde
a los reportados experimentalmente. Debido a que una pequeña cantidad de materia
está constituida por un gran número de átomos, la simulación computacional se vuelve
impracticable, debido a que dicha simulación involucraŕıa miles de millones de átomos. El
método que se utiliza para resolver este problema se conoce como condiciones de borde
periódicas, como se muestra en la figura 3.4. En la figura los átomos verdes y rojos de
la celda de simulación no interactúan solamente con la celda central, si no que además
interactúa con las réplicas de la celda original que genera a su alrededor (método de
mı́nima imágen). Adicionalmente a partir de la figura en dos dimensiones, se observa
que al salir un átomo de la celda original esté ingresa al otro extremo (condiciones ed
borde periódicas).

En la simulación de dinámica molecular, uno de los pasos que más tiempo toman, es
la evaluación de las fuerzas a partir de los pares atómicos presentes en la simulación. El
método de Linkedcell es uno de los métodos mas utilizados para llevar a cabo la distri-
bución del cáculo de fuerzas sobre el sistema. Cuando el número de átomos involucrados
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20

lo transforma en un sistema casi imposible de reproducir a nivel computacional ya

que involucraŕıa miles de millones de átomos. Lo que se utiliza para eliminar este

problema son las condiciones de borde periódicas, como se muestra en la figura 6.

Fig. 6. Diagrama para método de mı́nima imagen y condiciones periódicas de

borde. La celda central es la celda original que se está simulando.

Por ejemplo los átomos rojo y verde de la celda de simulación no interactuán

solamente con la celda central, sino que además con las réplicas que la celda original

genera a sus alrededor (método de mı́nima imágen). Además de la figura es posible

inferir que al momento de salir un átomo de la celda original éste ingresa por el otro

extremo (condiciones de borde periódicas), siguiendo el modelo simple en 2D de la

figura.

Método LinkedCell

El costo principal en un cálculo de DM es el ciclo de fuerzas, el cual se evalúa a

través de la interacción de los pares atómicos presentes en la simulación. El método

de linkedcell es uno de los métodos más utilizados para llevar a cabo la distribución

del cálculo de fuerzas sobre el sistema ya que es en la actualidad, uno de los más

Figura 3.4: Diagrama para el método de mı́nima imagen y condiciones periódicas de
borde. La celda central es la celda original que se está simulando.

en el sistema es superior al orden de 1000, los métodos como mı́mima imagen se vuel-
ven demasiado lentos [82]. Linkedcell a diferencia de otros métodos reduce el tiempo de
cálculo, lo cual hace la simulación del sistema más efectiva.

El método consiste en subdividir la celda de simulación en una grilla M×M×M en
donde el lado de cada una de ellas debe ser mayor que el radio de corte de la interac-
ción de las fuerzas. Para verlo de una forma más simple observemos un sistema de dos
dimensiones en donde la grilla seŕıa entonces de la forma M×M, la cual se encuentra
representada en la figura 3.5. De la figura observamos que la celda 13 que contiene una

21

rápidos. Cuando el número de átomos involucrados en el sistema es superior al orden

de 1000, los métodos como mı́nima imagen o listas de verlet [48] se vuelven demasiado

lentos. LinkedCell a diferencia de otros métodos reduce bastante el tiempo de cálculo

para sistemas grandes, que son los más comunes en DM.

Este método consiste en subdividir la celda de simulación en una grilla M×M×M

en donde el lado de cada una de ellas debe ser mayor que el radio de corte de la

interacción de fuerzas. Para verlo de una forma más simple observemos un sistema

de dos dimensiones en donde la grilla seŕıa entonces de la forma M × M .

Fig. 7. Método de LinkedCell. La celda número 13 sólo interactua con una

lista especial de celdas vecinas.

Observamos en la figura 7 que la celda 13, que debeŕıa contener una cantidad

de átomos Nc = N/M2 (donde N es el número total de átomos de la simulación),

está rodeada por las celdas 7,8,9,12,14,17,18 y 19, con las que se establece interacción

directa. Aśı entonces en dos dimensiones necesitamos realizar una interacción de

9NNc pares a diferencia del orden O(N2) para métodos como el de mı́nima imagen.

La información de las celdas es almacenada en cada paso de simulación y es una

Figura 3.5: Método de LinkedCell. La celda número 13 sólo interactúa con una lista
especial de celdas vecinas.
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cantidad de átomos Nc/N (donde N es el número total de átomos de la simulación) esta
rodeado por las celdas 7,8,9,12,14,17,18 y 19, con las que establece interacción directa.
De esta forma en dos dimensiones necesitamos realizar una interacción de 9NNc pares, a
diferencia del orden O(N2) para métodos como el de mı́nima imagen. La información de
las celdas es almacenada en cada paso de la simulación, siendo una manera mas eficiente
y rápida de llevar a cabo una simulación.

3.5. Cálculo de Propiedades F́ısicas

La propiedades f́ısicas que se pueden obtener a través de un cálculo en dinámica
molecular, son calculadas mediante promedios temporales de las configuraciones atómicas
obtenidas durante la simulación. Estas propiedades f́ısicas dependen de las posiciones o de
las velocidades de las part́ıculas de la simulación. Es decir que una propiedad instantánea
del sistema viene dada por

A(t) = f(r1, r2, · · · , rN ,v1,v2, · · · ,vn), (3.16)

donde su promedio viene dado por

〈A〉 =
1

Nt

Nt∑

t=1

A(t), (3.17)

donde Nt es el número de pasos de la simulación. De esta manera es posible calcular la
temperatura del sistema, promediando la enerǵıa cinética del sistema, gracias al teorema
de equipartición de la enerǵıa

3

2
NkBT = 〈K〉 =

1

2

〈 N∑

i=1

miv
2
i

〉
. (3.18)

La presión del sistema, puede ser obtenida a través del teorema del virial [2],

1

3

〈 N∑

i=1

Ftotal
i · ri

〉
= −NkBT. (3.19)

Si separamos la fuerza total sobre una part́ıcula i en fuerza externa más una fuerza entre
part́ıculas, la fuerza total queda escrita como Ftotal

i = f exti + fi. La f exti está relacionada
a la presión externa, por ejemplo, cuando se tienen en cuenta los efectos de la pared del
recipiente en el sistema. Por tanto la presión P está relacionada con la f exti a través de
la siguiente expresión:

1

3

〈 N∑

i=1

f exti · ri
〉

= −PV (3.20)
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teniendo en cuenta las ecuaciones 3.19 y 3.20, podemos calcular la presión del sistema,
con la siguiente expresión.

〈 N∑

i=1

fi · ri
〉
−3PV = −3NkBT. (3.21)

3.6. Propiedades Estructurales y Dinámicas

En esta sección definiremos algunas de las propiedades estructurales más importantes
en el análisis de la dinámica molecular, como son: la función correlación de pares, número
de coordinación, distribucón angular, el análisis de vecinos comunes (CNA). Adicional-
mente mostraremos algunas propiedades dinámicas como son: el coeficiente de difusión y
la densidad de estados vibracionales. Con el fin de comprender algunas de estas propie-
dades, mostraremos una simulación de dinámica molecular del Argón a modo de ejemplo,
el cual se realizó con el código LPMD (Las Palmeras Molecular Dynamics)[84]. Usamos
el potencial de pares de Lennard Jones para el Argón [1]

V (r) = 4ε

[(σ
r

)12
−
(σ
r

)6]
(3.22)

Los parámetros ε/kB = 120K y un σ =3.4 Å. Se utilizaron 864 átomos de Argón, con
una masa atómica de 39.95 U.M.A, las ecuaciones de movimiento son integradas con el
algoritmo velocidad de verlet, con pasos en el tiempo ∆t = 10−15s. Está simulación fue
llevada a cabo en un ensamble microcanónico (N V E), en una celda FCC (face center
cubic) con una densidad inicial de ρ =1.8 g/cm3 a una temperatura de 84 K, usando
condiciones de frontera periódicas. El estado cristalino fue preparado comenzando con
una temperatura de aproximadamente 79 K y con una presión de aproximadamente de
-2×102 MPa. La simulación constó de tres corridas con un número de pasos de 1.5 ×105,
de la siguiente forma: con el fin de tener el sistema en su estado sólido, se mantuvo la
temperatura constante a 5 K durante 3 × 105 ∆t y por último se dejó que el sistema
alcanzara su equilibrio durante 2.5×105 ∆t, luego para alcanzar su estado ĺıquido, se
lleva el sistema desde su estado sólido al ĺıquido, con un escalamiento de temperatura de
0.04 K/ ∆t, después se mantuvo la temperatura constante a 100 K durante 3× 104 ∆t y
por último se dejó que el sistema alcanzara su equilibrio durante 1× 105 ∆t, finalmente
para obtener el estado amorfo, se tomó la última configuración del sistema ĺıiquido, y se
hizo un escalamiento de temperatura -0.25 K/ ∆t, después se mantuvo la temperatura
constante aproximadamente a 1 K durante 3×104 ∆t y por último se dejó que el sistema
alcanzara su equilibrio durante 1× 105 ∆t, llegando a una temperatura de 20± 0.3 K.
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3.6.1. Función de distribución de pares

La función correlación de pares o distribución de pares parcial g(r)α,β (partial pair
distribution function PDF), es utilizada para describir la distribución de part́ıculas de
especie β con respecto a las part́ıculas de especie α en el sistema. Esta cantidad viene
dada por

g(r)α,β =
〈nα,β(r, r + ∆r)〉

ρ4πr2∆r

V

Nβ

, (3.23)

donde 〈nα,β(r, r + ∆r)〉 denota el número promedio de part́ıculas de especie β rodeado
de part́ıculas de especie α, entre dos cascarones esféricos de radios r y r + ∆r, y Nβ es
el número total de part́ıculas de especie β (donde N = Nα + Nβ es el número total de
part́ıculas en el sistema). La función de distribución de pares total viene dada por

g(r) =
∑

α

∑

β

cαcβgαβ(r), (3.24)

donde cα(β)Nα(β)/N es la concentración de especies α(β) respectivamente.

Para los materiales amorfos, el orden de corto y medio alcance se manifiesta en
los picos para pequeños r. La información estructural del sistema se encuentra en la
posición del pico, en el ancho, en la intensidad relativa, etc. La configuración atómica
de los primeros vecinos del sistema contribuyen al primer pico de la PDF, los cuales
constituyen el orden de corto alcance del sistema (SRO short-range order), mientras que
la estructura más allá del primer pico hasta una distancia entre 1 nm y 2 nm, es llamado
orden de medio alcance del sistema (MRO medium-range order ). Para grandes r, la
PDF converge gradualmente a la unidad, lo que significa que no existe una correlación
para orden de largo alcance en el sistema. Finalmente la PDF es de mucha ayuda para
reconstruir la estructura volumétrica del vidrio metálico

En la figura 3.6, podemos observar las tres diferentes fases del sistema, observando
que en el estado sólido se tiene un pico primario de 4.0 Å, el cual es la distancia entre
primeros vecinos entre Argón-Argón, para la corrida del estado ĺıquido se observa una
disminución del pico máximo y un consecuente ensanchamiento de la distribución, lo que
significa que las distancias entre átomos se deslocalizan referente a los primeros vecinos,
por último en la fase amorfa, se observa un pico en el mismo punto del estado sólido,
pero menos intenso, lo cual nos da una idea que el estado final del sistema no conserva
totalmente la forma original.

3.6.2. Número de Coordinación

El promedio del número de coordinación (CN Coordination Number) nαβ es obtenido
por integración alrededor del primer pico de la función de distribución de pares parcial
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Figura 3.6: Función de distribución de pares para el Argón

gαβ(r) como:

nα(β) = 4πρβ

∫ R

0

gαβr
2dr (3.25)

donde R es el radio de corte, el que usualmente es escogido como la distancia mı́nima
después del primer pico del gαβ(r).

Para sistemas v́ıtreos con enlaces covalentes el CN es de aproximadamente 4, mientras
que para vidrios metálicos, con enlaces metálicos y que se encuentran empaquetados
de una forma más densa, el CN es de aproximadamente 12. Para los sólidos cristalino
los primeros vecinos están bien definidos, mientras que para los materiales amorfos, la
determinación de los primeros vecinos es mas o menos arbitraria.

En la figura 3.7, se muestra la distribución de vecinos en la muestra. En la fase sólida
se observa un ordenamiento de los vecinos con la distancia, el caso contrario de la muestra
ĺıquida en el cual la localización se pierde, mostrando de esta forma la transición de sólido
a ĺıquido, por otra parte en la fase amorfa, se ve un ordenamiento parecido a la muestra
sólida pero con algunos vecinos más esparcidos.

3.6.3. Distribución Angular

Una información importante sobre la estructura local del sistema es dada a través de
la distribución angular Pαβγ. La distribución angular es obtenida a través del cálculo de
dinámica molecular de la siguiente forma: considere el caso de una distribución angular
β − α − β, en este caso una lista de vecinos de átomos tipo β es construida alrededor
de átomos tipo α, hasta una distancia igual al primer mı́nimo de gαβ(r), de esta lista,
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Figura 3.7: Número de Coordinación para el Argón

para cada átomo de la especie α, el ángulo β − α − β es calculado y un histograma es
construido del promedio de todos los ángulos de la especie α. Ahora consideremos el caso
de la distribución angular α−α−β, en este caso la lista de dos vecinos de las especies α
y β es construida alrededor de cada átomo α, hasta una distancia con respecto al primer
mı́nimo de las PDF de gαα(r) y gαβ(r) respectivamente y un histograma es construido a
partir de todos los ángulos α − α − β. El resto de distribuciones es construida de igual
forma. De forma matemática el ángulo de enlace formado por los átomos αβγ se escribe
como:

θαβγ = cos−1
(
r2αβ + r2αγ − r2βγ

2rαβrαγ

)
, (3.26)

donde rαβ, rαγ, rβγ son las distancias correspondientes entre los átomos α, β, γ. La
distribución angular se puede escribir como

Pαβγ(θ) =
1∑N

i=1Nα(Nα − 1)

N∑

α=1

Nα∑

β=1

Nα∑

γ=β+1

δ(θ − θαβγ), (3.27)

donde Nα son los primeros vecinos del átomo α y N es le número total de átomos.
En la figura 3.8, podemos ver la distribución angular para las tres fases, en la fase

sólida, se conserva la distribución angular para una FCC, en la fase amorfa solo se
observan cuatro picos, donde el pico secundario se encuentra corrido con respecto a los
120 grados de la fase sólida, en la fase ĺıquida se observa que la distribución angular se
pierde totalmente, indicando un cambio de fase a ĺıquido, además se observa que en la
fase amorfa el sistema no alcanza la simetŕıa inicial, llegando solo a una forma amorfa
de su estado sólido.



3.6. Propiedades Estructurales y Dinámicas 51
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Figura 3.8: Función distribución angular para el Argón

3.6.4. Análisis de Vecino Común (CNA)

El análisis vecino común (Common NeighborAnalysis CNA) es un método para el
análisis de estructuras por una descomposición de la función distribución de pares parcial
(PDF) de acuerdo al ambiente local formado por pares de especies α,β [85]. Por ejemplo,
el primer pico de la PDF, se compone del ambiente local de los primeros vecinos. Los
vecinos más cercanos se toman en un rango de cero hasta una distancia de corte rc, donde
rc es tomada como la distancia del primer mı́nimo de la PDF total. Cada par de estos
átomos es clasificado sistemáticamente de acuerdo a su entorno de la siguiente manera:
un conjunto de tres ı́ndices jkl especifica el ambiente local de las especies, el ı́ndice j
es el número de vecinos comunes a ambas especies de átomos, el segundo ı́ndice k es el
número de enlaces entre los vecinos comunes, el tercer ı́ndice l es el número de enlaces
pertenecientes a la cadena más larga formada por los enlaces k entre vecinos comunes.
Después de que a cada par se le ha asignado todos los ı́ndices jkl, un histograma para
cada tipo de parejas puede ser obtenido y el total es la suma de todos los histogramas,
un diagrama del orden icosaedral y un sistema cúbico centrado en las caras se muestra
en la figura 3.9.

A continuación se mostrará la forma de calcular propiedades dinámicas en dinámica
molecular.
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its 12 neighbors, Fig. 5(a). A regular 555 fragment of icosahedron involving seven
spheres has the structure of a pentagonal bipyramid [73]. If one bond is broken be-
tween a pair of outer spheres in an icosahedron, two of the 555 pairs are transformed
into 544 pairs and two get transformed into 433 pairs [70]. These represent different
type of distorted icosahedral order. In contrast, as shown in Fig. 5(b), 421 and 422
pairs are characteristic of fcc and hcp order. The only bonded pairs in the fcc crystal
are 421, while the hcp crystal has equal numbers of 421 and 422 [70]. Analysis of the
second neighbors will be discussed later.

2.5. Molecular dynamics (MD) simulations

MD simulations have been used in our work for several reasons. MD modeling
can provide details of the short-range structures to compare with the findings in lab-
oratory experiments [69–73]. MD also captures the structural development in differ-
ent stages of quenching, as the quench rates used for MD can be similar to and even

Fig. 5. (a) An icosahedral arrangement; the five common neighbors of one of the 555 pairs, formed by the
top dark sphere and the sphere at the center of the cage (not visible), are shown with the brighter spheres;
and (b) face-centered-cubic arrangement, showing the four common neighbors (bright balls) of a 421 pair
formed by the center sphere and the front dark sphere. The same pair will become a 422 type if the top
close-packed plane is shifted to take the same type of position as the bottom plane, resulting in hcp
stacking.

428 E. Ma / Progress in Materials Science 50 (2005) 413–509

Figura 3.9: (a) arreglo icosaedral; los cinco vecinos comunes de uno de los pares 555
formado por las esferas negras de adelante y la esfera en el centro; y (b) arreglo cúbico
centrada en las caras, donde se muestra los cuatro vecinos comunes (esferas brillantes)
de un par 421 formado por una esfera en el centro y las esferas negras de adelante [86].

Coeficiente de Difusión

El coeficiente de difusión es calculado a través del desplazamiento cuadrático medio,
con este coeficiente podemos calcular el transporte de moléculas de una región de alta
concentración a una región de menor concentración debido al movimiento molecular
aleatorio mediante la expresión [2]

Dα = ĺım
t→∞
〈r2〉α

6t
, (3.28)

donde 〈r2〉α es la desviación cuadratica media, promediada en el tiempo de simulación.

〈
r2
〉
α

=

〈
1

Nα

∑

j(α)

[rj(t+ s)− rj(s)]2
〉
. (3.29)

En la grafica 3.10 se observa que el coeficiente de difusión en la fase sólida del Argón
se satura a un valor finito, a diferencia del coeficiente de difusión en el estado ĺı quido
donde la difusión crece linealmente a partir de los 1500 fs.
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Figura 3.10: Desplazamiento cuadrático medio contra el tiempo para el Argón

3.6.5. Densidad de Estados Vibracionales

La densidad de estados vibracionales D(ω). se calcula a partir de la función de auto
correlación de velocidades entre especies α(β),

Zα(t) =

〈
N∑

i=1

miαviα(0) · viα(t)

〉
, (3.30)

donde miα es la masa del átomo i y α es la especie atómica, y viα es la velocidad
respectiva de cada especie, tomando la transformada de Fourier, de la función correlación
de velocidades 3.30,

Dα(ω) =
1√
2π

∫
Zα(t)

Zα(0)
e−iωtdt, (3.31)

obtenemos la densidad de estados vibracionales Dα(ω), y a partir de esta, calculamos
la densidad de estados vibracionales total como Dα(ω) =

∑
α cαDα(ω) y la sección de

dispersión de neutrones, para la densidad de estados fonónica como:[87]

DN(ω) =
∑

α

cα4πb2α
mα

Dα(ω). (3.32)

Donde bα es la longitud de coherencia para la dispersión de electrones de la especie α.
Por último en la figura 3.11, se calculó la densidad del espectro vibracional D(ω), para
el Argón en su estado sólido, ademas el mayor pico de la frecuencia de Debye para el
estados sólido fue de 15.5 THz, valor muy aproximado al valor de 12.2 THz reportado
en la literatura [88].
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Figura 3.11: Densidad de estados vibracional para el Argón en su fase sólida
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Teoŕıa Cuántica de Muchos Cuerpos

Al final del siglo XX y principios del siglo XXI, la mecánica cuántica ha estado in-
mersa en casi el 90 % de nuestra tecnoloǵıa moderna. Los fundamentos de todas estas
tecnoloǵıas presentes y las tecnoloǵıas emergentes, se deben al trabajo de varios f́ısicos
y qúımicos a principios del siglo XX. Dicho trabajo se basó en el entendimiento del
funcionamiento del mundo microscópico, cuyo pilar es la ecuación de Schrödinger, fun-
damental para describir la interacción de part́ıculas a nivel atómico, la cual fue publicada
en 1926. En general podemos imaginar una pieza de material como una colección de áto-
mos interactuantes, algunas veces bajo la interacción de un campo externo. Describimos
un sistema de núcleos y electrones interactuando a través del potencial de Coulomb,
formalmente podemos escribir el Hamiltoniano de este sistema en la siguiente forma 1

Ĥ = −
P∑

I=1

1

2MI

∇2
I −

1

2

N∑

i=1

∇2
i +

1

2

P∑

I=1

P∑

J 6=I

ZIZJ
|RI −RJ |

+
1

2

N∑

i=1

N∑

j 6=i

1

|ri − rj|
− 1

2

P∑

I=1

N∑

i=1

ZI
|RI − ri|

, (4.1)

donde RI es el conjunto de coordenadas núcleares, ri es el conjunto de coordenadas
electrónicas, ZI es la carga núclear y MI es la masa del núcleo. En principio todas las
propiedades son conocidas y por tanto basta resolver la ecuación de Scrödinger indepen-
diente del tiempo

ĤΨn(R, r) = EnΨn(R, r), (4.2)

donde En es el autovalor del Hamiltoniano del estado n-ésimo y Ψn(r,R) son las autofun-
ciones de onda del Hamiltoniano, Ψn debe ser antisimétrica con respecto al intercambio
electrónico, y simétrica o antisimétrica con respecto al intercambio de la variable núclear
R. Uno de los mayores problemas al resolver la ecuación 4.2, es que para sistemas de

1En este caṕıtulo tomaremos h̄ = e = m = 1

55
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muchos cuerpos los cuales interactuan a través de la interacción de Coulomb, la ecuación
4.2 es no separable. Con el fin de resolver este problema se hace uso de la aproximación
adiabática con la cual se puede asegurar que el movimiento de los núcleos no tiene efec-
to sobre los electrones, de tal manera que no se experimentan transiciones electrónicas
debido al movimiento de los núcleos. De una forma pictórica, es como si los electro-
nes siguieran instantáneamente el movimiento del núcleo, mientras que el Hamiltoniano
electrónico permanece siempre en el estado inicial que fue preparado. Con el fin de so-
lucionar el problema de muchos cuerpos y teniendo en cuenta la hipótesis adiabática, se
propone una solución a la ecuación 4.2 de la forma

Ψ(R, r) =
∑

n

Θn(R, r)Φn(R, r), (4.3)

donde Θn(R, r) son las funciones que describen la evolución del subsistema núclear en
cada uno de los autoestados electrónicos Φn(R, r) y Donde Φn(R, r) es la solución de la
ecuación para el sistema electrónico

ĥeΦ(R, r) = (T̂ + Ŵee + V̂ne)Φn(R, r) = En(R)Φ(R, r), (4.4)

donde T̂ es el operador enerǵıa cinética electrónico, Ŵee es la interacción electrón-electrón
y V̂ne es la interacción electrón núcleo. Con el fin de asegurar que el estado electrónico
no sea afectado debido al movimiento del núcleo es necesario asegurar que

m

M

∣∣∣∣
h̄Ωv

Eq(R)− En(R)

∣∣∣∣ < 1 (4.5)

donde Ωv es la frecuencia máxima de rotación de la función de onda electrónica debido
al movimiento núclear, m es la masa del electrón y M es la masa del núcleo.

En este caṕıtulo presentaremos las dos posibles aproximaciones que se hacen, con el
fin de solucionar la ecuación 4.4 o también llamado el problema electrónico: el primero
es tomar como soluciones las funciones de onda de un electrón, y el segundo método es
tomar la densidad electrónica del sistema.

4.1. Aproximación de Hartree-Fock

La primera aproximación al problema electrónica de muchos cuerpos se debió a Har-
tree en 1928 [89]. La aproximación básica es que la función de onda de muchos electrones
puede ser escrita como un simple producto de orbitales de un electrón. Hartree justi-
ficó la aproximación basado en la aproximación de campo autoconsitente. En su trabajo
supuso de forma cualitativa que el campo electrostático que experimenta un electrón en
un átomo es debido a un potencial central debido a los núcleos y a un campo creado por
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el resto de los electrones. En el mismo año Slater [90] elaboró las bases matemáticas, pa-
ra cualquier sistema de electrones interactuantes, teniendo en cuenta que las ecuaciones
del campo auto consistente pueden ser obtenidas a partir de un principio variacional,
postulando la función de onda como un producto de la forma

Φ(r) =
N∏

i=1

φ(ri), (4.6)

con el fin de aplicar el principio variacional, es necesario calcular la enerǵıa total del
sistema para la funcón de onda Φ(r), realizando variaciones con respecto a los orbitales
de un electrón φi. Por tanto comenzamos escribiendo el Hamiltoniano para un sistema
general de muchos electrones

Ĥ(R, r) =
N∑

i=1

ĥ1(i) +
1

2

N∑

i=1

N∑

j 6=i
v̂2(i, j), (4.7)

donde

ĥ1(i) = −1

2
∇2

ri
+ vext(R, ri), (4.8)

es el operador de un electrón, el cual describe la interacción de un electrón con todos
los núcleos del sistema y posiblemente un campo externo a través del termino vext, es
de resaltar que este operador no incluye la interacción con los otros electrones, esta
interacción es tenida en cuenta en el siguiente término, que representa la interacción de
Coulomb entre electrones

v̂2(i, j) =
1

|ri − rj|
. (4.9)

La enerǵıa variacional se encuentra compuesta de dos partes: Una proviene del operador
de un electrón ĥ1, y la otra proviene de la interacción entre electrones v̂2. Es posible
demostrar [91] que la contibución a la enerǵıa varacional del término de un electrón
viene dada por

E(1) =
N∑

i=1

Eii =
N∑

i=1

∫
φ∗i (ri)ĥ1(i)φi(ri)dri (4.10)

y el termino de interacción de electrones viene dada por

E(2) =
1

2

N∑

i=1

N∑

j 6=i
Jij =

1

2

N∑

i=1

N∑

j 6=i

∫
φ∗i (ri)φ

∗
j(rj)v̂2(i, j)φi(ri)φj(rj)dridrj, (4.11)

debido a que v̂2 es un operador multiplicativo, la anterior expresión se puede escribir en
función de las densidades parciales de los electrones ρi(i) = |φi(ri)|2 como

Jij =

∫ ∫
ρi(i)v̂2(i, j)ρj(j)drirj (4.12)
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el término Jij recibe el nombre de integral de Coulomb. Finalmente la enerǵıa total del
sistema es

EHSCF =
N∑

i=1

Eii +
1

2

N∑

i=1

N∑

j 6=i
Jij. (4.13)

donde EHSCF es la enerǵıa de Hartree del campo auto consistente, ahora tomamos la
variación de esta enerǵıa con respecto a los orbitales de un electrón, por tanto la ecuación
varacional se escribe como:

δ

[
EHSCF −

N∑

i=1

εi

(∫
|φi(ri)|dri − 1

)]
= 0, (4.14)

donde εi son los multiplicadores de Lagrange. Las ecuaciones de Lagrange dan como
resultado un conjunto de ecuaciones de Schrödinger de una part́ıcula en un potencial
efectivo el cual tiene en consideración el campo electrostático del resto de electrones

(
− h̄2

2m
∇2 + vief (R, r)

)
φi(r) = εiφi(r), (4.15)

con

v
(i)
ef (R, r) = vext(R, r) +

∫ ∑N
j 6=i |φj(r′)|2
|r− r′| dr′, (4.16)

el segundo término en la ecuación 4.16 es el potencial electrostático clásico que experi-
menta la part́ıcula i, donde la enerǵıa total viene dada por

EHSCF =
N∑

i=1

εi −
1

2

N∑

i=1

N∑

j 6=i
Jij, (4.17)

Teniendo en cuenta el conjunto de N ecuaciones diferenciales dadas por la ecuación 4.15
estas pueden ser minimizadas a partir de una función de onda de prueba o recalculando
el potencial efectivo dado en la ecuación 4.16, y resolviendo nuevamente la ecuación 4.15,
este tipo de procedimiento debe ser repetido hasta que la función de onda o potencial de
entrada y la función de onda o potencial de salida sean aproximadamente iguales, que
tanto difiera una de la otra da la exactitud del método, el cual se conoce como método
autoconsistente.

En la aproximación de Hartree las part́ıculas son tratadas como distinguibles, violan-
do el principio de Pauli para part́ıculas fermiónicas. Con el fin de que la función de onda
cumpla con el principio de Pauli es necesario que la función de onda sea antisimétrica
bajo intercambio de part́ıculas. Con el fin de que se cumpla el requerimiento que la fun-
ción de onda sea antisimétrica, la función de onda se construye como un determinante
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de Slater

ΦHF (x1,x2, . . . ,xN) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣

φ1(1) φ2(1) . . . φi(1) . . . φN(1)
φ1(2) φ2(2) . . . φi(2) . . . φN(2)
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

φ1(N) φ2(N) . . . φi(j) . . . φN(N)

∣∣∣∣∣∣∣∣
, (4.18)

donde φi(j) se refiere al i-eśımo orbital de esṕın de un electrón, lo que significa que es-
ta compuesto de las componentes espaciales y del esṕın del electrón, se usa la notación
condensada de j para la variable xj = (rj, σj). Las propiedades matemáticas del determi-
nante aseguran que la función de onda cambie de signo al intercambio de dos posiciones
electrónicas. Este tipo de aproximación lleva el nombre de Hartree-Fock la cual introdu-
ce el intercambio de manera exacta [92]. Haciendo un análisis análogo al realizado para
el método de Hartree se llega a las siguientes contribuciones para la enerǵıa total: la
primera contribución es debido a un electrón en un campo auto consistente

E(1) =
N∑

i=1

∫
φ∗i (1)ĥ1φi(1)dx1 =

N∑

i=1

Eii, (4.19)

y la segunda contribución es la interacción de dos electrones, que se escribe de la forma

E
(2)
ijmn =

∫ ∫
φ∗i (1)φ∗j(2)v̂2(1, 2)φm(1)φn(2)dx1dx2, (4.20)

donde i 6= j y m 6= n, dos tipos de contribuciones surgen a partir de E(2), la primera es
cuando i = m y j = n, la cual corresponde al termino de Coulomb como en el caso de
Hartree

Jij = E
(2)
ij =

∫ ∫
φ∗i (1)φ∗j(2)v̂2(1, 2)φi(1)φj(2)dx1dx2, (4.21)

y la segunda contribución cuando i = n y j = m, que dan como resultado las integrales
de intercambio

Kij = E
(2)
ij =

∫ ∫
φ∗i (1)φ∗j(2)v̂2(1, 2)φj(1)φi(2)dx1dx2, (4.22)

el origen de este último término proviene de la antisimetrización de la función de onda,
o desde un punto de vista pictórico previene que dos electrones con el mismo esṕın se
encuentren en un mismo orbital, lo que da como resultado una reducción del término de
interacción de Coulomb. Finalmente podemos escribir la contribución energética para un
par de electrones cualquiera como

E(2) =
1

2

N∑

i=1

N∑

j=1

(Jij −Kij), (4.23)
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por tanto la enerǵıa total en el metódo de Hartree-Fock es

EHF =
N∑

i=1

Eii +
1

2

N∑

i=1

N∑

j=1

(Jij −Kij). (4.24)

Las ecuaciones de un electrón en la aproximación de Hartree-Fock son obtenidas mini-
mizando EHF , sujeto a la ligadura de ortonormalización de los orbitales. El principio
variacional nos lleva a las ecuaciones de Hartree-Fock [93]

F̂(φi(x)) =
N∑

j=1

λijφj(x), (4.25)

donde

F̂ = ĥ1 +
N∑

j=1

(Ĵj − K̂j), (4.26)

es el operador de Fock, que esta definido por el siguiente conjunto de ecuaciones

Ĵjφi(x2) =

(∫
φ∗j(1)v̂2(1, 2)φj(1)dx1

)
φi(x2), (4.27)

K̂jφi(x2) =

(∫
φ∗j(1)v̂2(1, 2)φi(1)dx1

)
φj(x2). (4.28)

El operador de Coulomb 4.27 es un operador diagonal en el sentido que Ĵ operado sobre
un orbital φi produce una función proporcional a su orbital, mientras que el operador
de intercambio 4.28 es no diagonal debido a que K̂ operado sobre un orbital φi produce
un orbital φj. La solución de Hartree-Fock no es única debido a que una transformación
unitaria no altera el determinante de Slater, por lo tanto se introduce la representación
canónica

φ′i =
N∑

j=1

Uijφj, (4.29)

con
N∑

j=1

U∗ijUjk = δik, (4.30)

de tal manera que la ecuación 4.25 sea tal que

F̂φ′i(x) = εiφ
′
i(x), (4.31)
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que permite interpretar los multiplicadores de Lagrange en términos de enerǵıa de ex-
citación. Finalmente es posible expresar el operador de Fock para un sistema que tiene
todos sus espines apareados o su capa completamente llena de la forma

F̂ cs = ĥ1 +

N/2∑

j=1

(2Ĵj − K̂j). (4.32)

Uno de los problemas de la aproximación de Hartree-Fock es el término la correlación
( la interacción de un electrón con el resto de electrones ) el cual es simulada como un
campo medio experimentado por el electrón, de tal forma que la función de onda de un
electrón no tiene en cuenta la localización de los otros electrones. Algunos intentos para
adicionar el término correlación son conocidos como metódos post Hartree-Fock, entre
los cuales se encuentran:

Combinación de determinantes de Slater.

Introducción de la correlación electrónica a través de metódos perturbativos.

Metódos basados en funciones de onda correlacionadas.

4.2. Configuración de Interacción

Este método considera combinaciones de determinantes de Slater hasta un número
M

Φ(x1, . . . ,xN) = C0Φ0(x1, . . . ,xN) +
M∑

i=1

Φi(x1, . . . ,xN), (4.33)

donde Φ0 = ΦHF es la solución de Hartree-Fock del estado base. Esta función del estado
base corresponde a los N electrones que ocupan los N orbitales φi(r) con menor enerǵıa
del sistema. Para sistemas de capa cerrada son los N/2 orbitales con menor enerǵıa, cada
orbital ocupado por las dos posibles direcciones del esṕın para el electrón. El resto de
Φi son determinantes que corresponden a estados excitados. M es el número de estados
excitado que mejor describen la correlación. La forma de construir los Φi de los estados
excitados es expandir el espacio por los determinantes generados de los estados desocu-
pados de un electrón, lo que significa llevar al electrón que tiene asociado un orbital que
se encuentre en el estado energético más alto, al primer estado desocupado. Este recibe
el nombre de determinante sencillo (single) y es denotado por la letra S. De la misma
forma dos electrones que se encuentran en dos estados ocupados y pueden ser excitados a
dos estados desocupados y se le denomina dobletes, los cuales se etiquetan con la letra D
y aśı sucesivamente. El metódo consiste en incluir en la expansión 4.33 los determinantes
de Slater construidos con orbitales de un electrón, los estado ocupados y desocupados
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del Hamiltoniano de Hartree-Fock, donde el conjunto de coeficientes Ci son optimizadas
de tal forma que la enerǵıa total sea minimizada. La parte de correlación electrónica pro-
viene de los elementos matriciales del Hamiltoniano entre diferentes determinantes de
Slater. Expresando la configuración de interacción en términos de los singletes, dobletes
etc.

ΦCI = C0ΦHF +
∑

is

CS
i ΦS

i +
∑

iD

CD
i ΦD

i +
∑

iT

CT
i ΦT

i + . . . . (4.34)

El problema es entonces hallar el conjunto de Ci que haga la enerǵıa

ECI =

∫
. . .

∫
Φ∗CI(x1, . . . ,xN)ĤΦCI(x1, . . . ,xN)dx1 . . . dxN (4.35)

mı́nima, donde Ĥ esta dada por 4.7. La minimización se realiza a través de la ligadura de
normalización de las funciones de onda, lo que se traduce a la siguiente condición sobre
los coeficientes

∑
iC

2
i = 1
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Figura 4.1: Dependencia del cálculo de un electrón contra la base de N electrones, don-
de se observa que el eje vertical y da información sobre el intercambio y el eje x da
información sobre la correlación

En la figura 4.1, se muestra de forma esquemática como se aproximan el formalismo de
Hartree-Fock de un electrón y el formalismo de interacción de configuración al resultado
exacto, a medida que se aumenta la base de orbitales y el número de determinates de
Slater. La interacción de configuración tiende a la solución exacta, cuando se aumenta el
intercambio a través de determinantes de Slater y la correlación electrónica a través de
de las funciones base. Para elaborar una solución exacta al problema de muchos cuerpos,
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es necesario por tanto un número muy grande de determinantes de Slater y de funciones
base. Walter Kohn llamó a este tipo de problema de la pared exponencial [94], el cual
consiste en calcular el número de parámetros M de un sistema de N átomos con N
electrones interactuantes. Ignorando el esṕın y las simetŕıas, Kohn calculó que M debe
ser de la forma p3N , donde p es la precisión deseada. Por ejemplo para N = 100 y un
p = 3 se obtiene un valor de M ≈ 10150 .

4.3. Teoŕıa Funcional de la Densidad

Thomas [95] y Fermi [96] propusieron que la variable fundamental para solucionar
el problema electrónico de muchos cuerpos fuera la densidad electr ónica del sistema. A
partir de esta idea ellos derivaron una ecuación diferencial sin utilizar la función de onda
de un electrón. Esta aproximación fue muy cruda debido a que el balance energético era
incapaz da mantener los átomos ligados. Sin embargo esta aproximación fue la primera
idea para el desarrollo formal de la teoŕıa funcional de la densidad (DFT Density Fun-
ctional Theory). En este capitulo presentaremos las bases donde se encuentra sustentada
la teoŕıa de DFT, y los métodos que utiliza para resolver el problema electrónico de
muchos cuerpos.

4.3.1. Teoremas de Hohenberg-Kohn

Hohenberg y Kohn [97] formularon la teoŕıa funcional de la densidad, como una teoŕıa
exacta para un sistema de muchos cuerpos. Esta formulación aplica a cualquier sistema
de part́ıculas interactuantes en un potencial externo vext(r), el cual incluye la interacción
entre los electrones y los núcleos, donde el Hamiltoniano puede ser escrito como

Ĥ = −1

2

∑

i

∇2
i +

∑

i

vext(ri) +
1

2

∑

i 6=j

1

|ri − rj|
(4.36)

Teorema 1: Para cualquier sistema de part́ıculas interactuantes en un potencial
externo vext(r), el potencial externo está uńıvocamente determinado por la densidad
electrónica del estado base, salvo por una constante aditiva trivial.

Prueba: Partiremos por reducción al absurdo, donde supondremos que la densidad
no esta uńıvocamente determinada por la densidad electrónica. Por tanto tendremos dos
potenciales v y ṽ tal que la densidad de su estado base ρ es la misma. Sean Φ y Φ̃ las
funciones de onda del estado base correspondiente a v y a ṽ respectivamente. Entonces
las enerǵıas del estado base vienen dadas por:

E0 = 〈Φ|Ĥ|Φ〉, (4.37)

Ẽ0 = 〈Φ̃| ˜̂H|Φ̃〉. (4.38)
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Donde Ĥ = T̂ + V̂ext + Ŵee es el Hamiltoniano del sistema electrónico y
˜̂
H es el Ha-

miltoniano correspondiente a ṽ. Si aplicamos el teorema variacional de Rayleigh-Ritz
obtenemos para E0

E0 < 〈Φ̃|Ĥ|Φ̃〉 = 〈Φ̃| ˜̂H|Φ̃〉+ 〈Φ̃|Ĥ − ˜̂
H|Φ̃〉 (4.39)

= Ẽ0 +

∫
ρ(r)[vext(r)− ṽext(r)]dr, (4.40)

de forma análoga se aplica el mismo razonamiento para Ẽ0

Ẽ0 < 〈Φ| ˜̂H|Φ〉 = 〈Φ|Ĥ|Φ〉+ 〈Φ| ˜̂H − Ĥ|Φ〉 (4.41)

= E0 −
∫
ρ(r)[vext(r)− ṽext(r)]dr, (4.42)

sumando las dos ecuaciones anteriores obtenemos E0 + Ẽ0 < Ẽ0 + E0, lo cual es un
absurdo. Por tanto se puede concluir que no existe dos potenciales vext(r) 6= ṽext(r), que
correspondan a la misma densidad electrónica, salvo por una constante aditiva trivial.
Corolario:Debido a que el Hamiltoniano está completamente determinado salvo por
una constante que desplaza la enerǵıa, se sigue que la función de onda para el sistema
de muchos cuerpos para todos los estados (base y excitados) están determinados. Por
tanto todas las propiedades del sistema se encuentran determinadas dando solamente la
densidad de estado electrónica del estado base ρ0(r).
Teorema 2 Sea ρ̃(r) la densidad electrónica definida positiva y normalizada a N . Si
definimos la enerǵıa variacional Ev, la cual es un funcional de la densidad debido al
teorema anterior, como

Ev[ρ̃] = F [ρ̃] +

∫
ρ̃(r)vext(r)dr, (4.43)

con
F [ρ̃] = 〈Φ[ρ̃]|T̂ + Ŵee|Φ[ρ̃]〉, (4.44)

donde Φ[ρ̃] es la función del estado base de un potencial que tiene como densidad del
estado base ρ̃, tal que E0 = Ev[ρ] y

E0 < Ev[ρ̃], (4.45)

para cualquier ρ̃ 6= ρ.
Prueba: Se tiene que

〈Φ[ρ̃]|Ĥ|φ[ρ̃]〉 = F [ρ̃] +

∫
ρ̃(r)vext(r)dr (4.46)

= Ev[ρ̃] > Ev[ρ] = E0 = 〈Φ[ρ]|Ĥ|Φ[ρ]〉. (4.47)
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Donde la desigualdad se debe al principio variacional de Rayleigh-Ritz, por tanto el
principio variacional se puede escribir como:

δ{Ev[ρ]− µ(

∫
ρ(r)−N)} = 0, (4.48)

de donde se obtiene la ecuación

µ =
δEv[ρ]

δρ
= vext(r) +

δF [ρ]

δρ
. (4.49)

F [ρ] es un funcional universal que no depende expĺıcitamente del vext , pero si depende
de la densidad electrónica ρ. Estos dos teoremas dan las bases matemáticas de la teoŕıa
funcional de la densidad. Con el fin de asegurar el carácter antisimétrico de la densidad
electrónica, Levy [98], restringió el teorema de Hohenberg-Kohn, al subespacio de todas
las funciones de onda Φ que dan lugar a la densidad ρ.

4.3.2. Las ecuaciones de Kohn-Sham

Uno de los métodos más ampliamente usados en DFT para resolver el problema
electrónico de muchos cuerpos fue el propuesto por Kohn-Sham [99], el cual se describirá a
continuación. Es conocido a través de la teoŕıa de Hartree-Fock que la interacción entre
electrones contiene tres términos energéticos que en orden de mayor a menor contibución
energética son:

La enerǵıa electrostática clásica o también conocido como término de Hartree, el
cual es conocido de una forma exacta.

El segundo término en orden de importancia energética es el término de intercambio
y en teoŕıa es calculado de forma exacta, pero debido a su alto costo computacional
es calculado de forma aproximada.

Finalmente tenemos el término de correlación, en donde se encuentra toda la igno-
rancia del problema electrónico de muchos cuerpos.

Una de las primeras aproximaciones al problema electrónico de muchos cuerpos a partir
de la densidad electrónica, consiste en hallar una expresión en función de la densidad
electrónica para el término de enerǵıa cinética, el cual en función de la matriz densidad
electrónica se escribe como

T = 〈Φ|T̂ |Φ〉 = −1

2

N∑

i=1

〈Φ|∇2
i |Φ〉 = −1

2

∫
∇2
rρ1(r, r̃)|r̃=rdr, (4.50)

donde ρ1(r, r̃) es la matriz densidad de un cuerpo y su traza representa la densidad
electrónica. Se observa que es necesario conocer el Laplaciano de la matriz de densidad
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de un cuerpo, el cual no esta relacionado de una forma obvia a la densidad electrónica.
Esto lo podemos ver de una forma más clara expandiendo el operador enerǵıa cinética
operado sobre una función f a primer orden en una malla discreta unidimensional

(∇2f)xi =
f(xi+1) + f(xi−1)− 2f(xi)

∆2
, (4.51)

donde xi son los puntos sobre la malla y ∆ es el espacio entre ellos, se concluye entonces
que el operador enerǵıa cinética es no local, debido a que es necesario conocer la densidad
en puntos diferentes a xi. La propuesta de Khon-Sham, comienza con la hipótesis de que
un sistema de electrones no interactuantes es descrito exactamente por una función de
onda antisimétrica proveniente de un determinante de Slater. Por tanto la enerǵıa cinética
de este sistema se puede obtener fácilmente en términos de orbitales de un electrón, ya
que la matriz densidad electrónica del estado base ρ1(r, r̃)se puede escribir como:

ρ1(r, r̃) =
∞∑

i=1

fiφi(r)φ∗i (r̃), (4.52)

donde φ(r) son los orbitales de un electrón y fi son los números de ocupación corres-
pondientes a dichos orbitales. De acuerdo a esto la enerǵıa cinética de los electrones no
interactuantes se escribe como:

T = −1

2

∞∑

i=1

fi〈φi|∇2|φi〉. (4.53)

La idea principal de Khon-Sham, es poder hallar un sistema de electrones no interac-
tuantes que tengan la misma densidad electrónica de un sistema interactuante, de esta
manera la enerǵıa cinética del sistema se calcula exactamente a través de la ecuación
4.53. Vale la pena aclarar que esta expresión no es la enerǵıa cinética del sistema in-
teractuante, debido a que existe una contribución de la correlación del sistema, la cual
proviene del hecho que la función de onda de muchos cuerpos no es un determinante de
Slater. Al sistema de electrones no interactuantes que reproducen la densidad electrónica
del sistema interactuante recibe el nombre de sistema de referencia no interactuante de
densidad ρ(r), el cual es descrito por el Hamiltoniano

ĤR =
N∑

i=1

[
−1

2
∇2
i + vR(ri)

]
, (4.54)

donde N es el número de electrones, vR(r) se conoce como el potencial de referencia, y
es tal que la densidad electrónica del estado base ρ(r) es dado a través del Hamiltoniano
HR. Ya que HR pertenece a un sistema de electrones no interactuantes, sus autoestados
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se encuentran descritos por un determinante de Slater, donde la densidad electrónica se
escribe como:

ρ(r) =
N∑

i=1

fi |φi(r)|2, (4.55)

fi son las ocupaciones de φi. Por tanto la enerǵıa cinética se escribe como:

TR[ρ] = −1

2

N∑

i=1

fi〈φi|∇2|φi〉. (4.56)

Los orbitales de un electrón φi(r) son las N autofunciones de menor enerǵıa, del Hamil-
toniano de un electrón

ĤKS = −1

2
∇2 + vR(r), (4.57)

estos orbitales son obtenidos a través de la ecuación de Schrödinger de un electrón

ĤKS φi(r) = εi φi(r). (4.58)

Con el fin de calcular la enerǵıa variacional dada en la ecuación 4.43, calculamos el
funcional universal F [ρ], el cual en el modelo de Khon-Sham se escribe como:

F [ρ] = TR[ρ] +
1

2

∫ ∫
ρ(r)ρ(r̃)

|r− r̃| drdr̃ + Ẽxc[ρ], (4.59)

donde
Ẽxc[ρ] = Exc[ρ] + T [ρ]− TR[ρ] (4.60)

consta de la contribución de la enerǵıa de intercambio-correlación y la diferencia de la
enerǵıa cinética del sistema interactuante y el no interactuante. Al reemplazar F [ρ] en
la enerǵıa variacional se obtiene el funcional de Khon-Sham

EKS[ρ] = TR[ρ] +

∫
ρ(r)vext(r)dr +

1

2

∫ ∫
ρ(r)ρ(r̃)

|r− r̃| drdr̃ + Ẽxc[ρ]. (4.61)

Con el fin de conocer la forma funcional del potencial de referencia vR, se minimiza
el funcional EKS[ρ] con respecto a la densidad, teniendo como ligadura el número de
part́ıculas N que corresponde a la integral de la densidad, lo cual se escribe como 2

δ

δρ(r)

(
EKS[ρ]− µ

∫
ρ(r)dr

)
= 0, (4.62)

donde se obtiene

δTR[ρ]

δρ(r)
+ vext(r) +

∫
ρ(r̃)

|r− r̃|dr̃ +
δẼxc[ρ]

δρ(r)
= µ (4.63)

2Donde δ
δ representa la derivada funcional con respecto a la función f
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Con el fin de hallar la forma funcional de δTR/δρ(r), minimizamos la enerǵıa del sistema
de referencia, cuya enerǵıa es

EvR [ρ̃] = TR[ρ̃] +

∫
ρ̃(r)vR(r)dr, (4.64)

cuya enerǵıa del estado base es la misma del sistema interactuante, minimizando el
funcional EvR con respecto a la densidad, teniendo como ligadura el número de part́ıculas
N , se llega a

δTR[ρ]

δρ(r)
+ vR(r) = µR, (4.65)

donde µR es el potencial qúımico del sistema no interactuante, el cual debe coincidir con
el potencial qúımico del sistema interactuante, debido a que si ambos sistemas se ponen
en contacto no debe existir flujo de part́ıculas de un sistema a otro. Comparando las
ecuaciones 4.65 y 4.63, se obtiene la expresión para calcular vR

vR(r) = vext(r) +

∫
d(̃r)

ρ(r̃)

|r− r̃| + ṽxc[ρ(r)], (4.66)

con

ṽxc[ρ(r)] =
δẼxc
δρ(r)

, (4.67)

debido que para conocer el potencial de referencia es necesario conocer la densidad del sis-
tema, el cual se calcula a través de la ecuación 4.58, se realiza un cálculo auto consistente
donde se debe asegurar que la densidad electrónica usada para construir el potencial de
referencia coincida con la densidad electrónica dada por los orbitales de Khon-Sham cal-
culados a través de la ecuación 4.58. En la figura 4.2 se observa un diagrama esquemático
del ciclo autoconsistente.

Para entender un poco mejor cómo la enerǵıa de intercambio correlación puede ser
implementada en un cálculo y sus diferentes aproximaciones, daremos un vistazo a la
aproximación adiabática, la cual es la mejor forma de incluir los términos de correlación.

4.3.3. Conexión Adiabática

Hasta ahora todo lo que hemos realizado es confinar toda nuestra ignorancia sobre el
problema de muchos electrones al término energético Ẽxc. En esta sección analizaremos
como implementar la correlación debido a la enerǵıa cinética en el Hamiltoniano del
sistema. En la teoŕıa de Kohn-Sham el término de intercambio-correlación se define
como

Ẽxc = Exc + T [ρ]− TR[ρ], (4.68)
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�Ẽxc

�⇢(r)

Figura 4.2: Ciclo autonconsistente

la contribución del intercambio a la enerǵıa cinética esta dado por el principio de Pauli
y se encuentra contenido en el término de enerǵıa no interactuante. La parte de corre-
lación es introducida mediante la conexión adiabática. La idea general se muestra en la
figura 4.3, la cual consiste en prender la interacción electrón-electrón gradualmente del
sistema de referencia no interactuante hasta obtener el sistema totalmente interactuante.
Esto se realiza mediante la introducción de un parámero λ que multiplica el término de
interacción en el Hamiltoniano [100].

Ĥ[λ] = T̂ + λŴee +

∫
ρ(r)vext(r, λ)dr, (4.69)

tal que λ = 0 corresponde al sistema no interactuante y λ = 1 representa el sistema
totalmente interactuante. La transición se hace de tal manera que la densidad electrónica
ρ permanezca sin cambio a lo largo de la trayectoria de la conexión entre dos conjuntos
contiguos. Esta construcción da una modificación del termino de correlación total que
incluye la correlación debido a la enerǵıa cinética. El significado f́ısico de H(λ) es el
siguiente: el Hamiltoniano H(1) corresponde a la densidad electrónica del estado base
ρ(r) y H(λ = 0) es el Hamiltoniano de Kohn-Sham y vext(r, 0) es el potencial Kohn
Sham del sistema . Para valores intermedios de λ, Ĥ(λ) da una interpolación suave, lo
que le da sentido a la aproximación adiabática, entre el Hamiltoniano de Kohn-Sham y
el Hamiltoniano real del sistema. Ahora de acuerdo al teorema de Hellmann-Feynman
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ρn=ρp	  

H0	  

ρn=ρp’	   ρp'=ρf	  

H0+λWee	   H0+Wee	  

No	  	  
Interactuante	  

Totalmente	  	  
Interactuante	  

Parcialmente	  	  
Interactuante	  

Figura 4.3: Representación de la conección adiabática, entre el sistema de referencia no
interactuante y el sistema completamente interactuante. Estos se encuentran conectados
por una secuencia continua de estados parcialmente interactuantes, descritos por el Ha-
miltoniano Ĥλ[ρ]. El parámetro λ vaŕıa de 0 hasta 1, pero la densidad ρ permanece sin
cambio a lo largo de la trayectoria de la conexión entre dos conjuntos contiguos.

tenemos que

E(1)− E(0) =

∫ 1

0

〈Φ(λ)|Ŵee|Φ(λ)〉dλ+

∫ 1

0

dλ

∫
∂vext(r, λ)

∂λ
ρ(r), dr (4.70)

que se escribe en función de la correlación de pares gλ(r, r
′
) como

E(1)− E(0) =
1

2

∫ 1

0

dλ

∫
drρ(r)

∫
dr
′
ρ(r

′
)
gλ(r, r

′
)

|r− r′|

+

∫
[vext(r, 0)− vext(r, 0)]ρ(r), (4.71)

donde los termino energéticos se pueden escribir como

E(1) = F [ρ] +

∫
vext(r, 1)ρ(r)dρ (4.72)

y

E(0) = TR[ρ] +

∫
vext(r, 0)ρ(r)dr. (4.73)
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Teniendo en cuenta la expresiones anteriores se puede llegar a la expresión para la enerǵıa
de intercambio-correlación como

Ẽxc[ρ] =
1

2

∫ 1

0

dλ

∫
drρ(r)

∫
dr
′
ρ(r

′
)
gλ(r, r

′
)− 1

|r− r′ | . (4.74)

La integral espacial da la enerǵıa electrostática de interacción entre el electrón y el hueco
de intercambio-correlación que lo rodea. Tomando la derivada funcional de la anterior
expresión con respecto a la densidad obtenemos el potencial de intercambio-correlación:

vxc =

∫ 1

0

dλ

∫
dr
′
ρ(r

′
)
gλ(r, r

′
)− 1

|r− r′|

+
1

2

∫ 1

0

dλ

∫
drρ(r)

∫
dr
′
ρ(r

′
)
δgλ(r, r

′
)

δρ(r)
. (4.75)

Las ecuaciones anteriores describen la enerǵıa y el potencial de intercambio-correlación en
términos del funcional desconocido gλ(r, r

′
), el cual es la función de pares de correlación

para un gas inhomogéneo de electrones. Si se toma la función de correlación de pares
para un gas no interactuante es posible demostrar que

Ẽxc = Ex + Ec (4.76)

donde la enerǵıa de intercambio se escribe como:

Ex =
1

2

∫
dr

∫
dr
′
ρ(r, r

′
)
g0(r, r

′
)− 1

|r− r′ | , (4.77)

ρ(r) la densidad del estado base para el sistema no interactuante. Debido a la importancia
de la función de correlación de pares del hueco de intercambio-correlación dedicaremos
la proxima sección a explicar su origen f́ısico.

4.3.4. El hueco de intercambio-correlación

El problema de un electrón interactuando con el campo eléctrico del resto de electro-
nes es el origen de la correlación, el cual es descrito a través de la función de distribución
de pares electrón-electrón o función de pares de correlación, y es denotada como g(r, r0),
que representa la probabilidad de hallar un electrón en r dado un electrón en r0. La
presencia de este electrón no permite que los otros electrones se aproximen debido a la
repulsión de Coulomb. La función distribución de pares interpola desde r = r0 a una
distancia infinita. Este fenómeno se conoce con el nombre de correlación. La figura 4.4
muestra de forma esquemática el hueco de correlación. Ahora con el fin de interpretar
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Figura 4.4: Un electrón(punto negro) interactuando con otros electrones(nube negra des-
vanecida), los puntos grises representan los núcleos atómicos. La nube gris alrededor del
electrón representa la zona de exclusión debido a la correlación (repulsión de Coulomb).
En general el hueco de correlación es no esférico.

la Ẽxc se toma dos densidades electrónicas: la densidad electrónica de Coulomb y una
densidad de carga llamada el hueco de intercambio-correlación, la cual se escribe como:

ρ̃(r, r
′
)xc = ρ(r

′
)[g̃(r, r

′
)− 1], (4.78)

la que representa una desviación de la carga ficticia debido a los efectos de intercambio
proveniente del principio de exclusión de Pauli y la correlación como se explicó ante-
riormente. F́ısicamente el hueco de intercambio-correlación se debe a la presencia de un
electrón en r que reduce la probabilidad de encontrar un segundo electrón en r

′
en la

vecindad de r. Algunas de las propiedades del hueco de intercambio-correlación son:

Debido a que cada electrón de un sistema de N electrones interactúa con los otros
N − 1 electrones, la densidad del hueco es -1

∫
ρ̃(r, r

′
)xcdr = −1. (4.79)

La densidad de los N − 1 electrones, no puede ser mas grande que la densidad
electrónica total.

ρ̃(r, r
′
)xc ≥ −ρ(r). (4.80)
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Si asumimos localidad(la densidad no depende de la posición o la presencia de un
electrón observado si el anterior esta muy lejos).

ρ̃(r, r
′
)xc → 0 para |r− r

′| → ∞. (4.81)

Condición de Normalización
∫
g̃(r, r

′
)ρ(r

′
)dr

′
= N − 1. (4.82)

Ahora nos centraremos en explicar los diferentes métodos que son usados para aproxi-
mar el termino energético de intercambio-correlación y mostraremos los tipos de modelos
que estudiamos en esta tesis.

4.3.5. Aproximaciones al Término Exc

Para comprender mejor las diferentes aproximaciones que se realizan al termino de
intercambio-correlación, explicaremos la escalera de Jacobo [101]. En la figura 4.5 vemos
que el primer escalón se encuentra la aproximación de densidad local que solo emplea
la densidad local, un segundo peldaño es la aproximación de gradiente generalizado
(generalized gradient approximation GGA) que adiciona los gradientes de la densidad
local y en el tercer peldaño tenemos la aproximación meta-GGA que adiciona orbitales
positivos de la densidad de enerǵıa cinética. Estas tres aproximaciones son semilocales y
son usadas cuando la densidad electrónica vaŕıa suavemente o en regiones donde existe
una cancelación de errores entre el intercambio y la correlación [102]. Los otros dos
peldaños son totalmente no locales, donde el cuarto peldaño es la aproximación Hiper-
GGA el cual adiciona la densidad de enerǵıa de correlación exacta y el quinto peldaño que
es la aproximación generalizada de la fase aleatoria que adiciona orbitales desocupados.
Al subir la escalera de Jacobo las aproximaciones se vuelven mas complicadas, mas
sofisticadas, con un incremento computacional mayor y t́ıpicamente mas exactas.

En tesis nos centraremos en dos funcionales: el primero conocido como PBEsol [103]
y la función h́ıbrida hse06 [104], las cuales describiremos en esta sección. Pero antes
de explicarlas daremos un vistazo a la apoximación local de la densidad, la cual fue la
primera aproximación elaborada para el sistema de Kohn-Shan.

La aproximación de densidad local (local density approximation LDA)

La idea general de esta aproximación es considerar un sistema electrónico inho-
mogéneo como localmente homogéneo, lo cual se logra utilizando el hueco de intercambio-
correlación de un gas de electrones homogéneo. Los términos de enerǵıa local de la den-
sidad son calculados integrando sobre el volumen del sistema la densidad de enerǵıa en
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Figura 4.5: La escalera de Jacobo de las aproximaciones de la enerǵıa de intercambio-
correlación adiciona ingredientes sucesivos de localidad, mostrando cinco peldaños que
van desde el mundo de Hartree (Exc = 0) al mundo de la exactitud qúımica (con dife-
rencias de enerǵıa del orden 1 kcal/mol=0.0434 eV)

o	  

r	  

ρ(r)	  

Figura 4.6: Los términos de enerǵıa local son obtenidos integrando la densidad de enerǵıa
en los valores que toma la densidad electrónica ρ(r)
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cada punto r del volumen, como se ilustra en la figura 4.6. La idea se expresa de una
forma matemática escribiendo el hueco de intercambio-correlación ρ̃xc como:

ρ̃LDAxc (r, r
′
) = ρ(r)

(
g̃h[|r′ − r|, ρ(r)]− 1

)
, (4.83)

con g̃h es la función de correlación de pares para el gas homogéneo. Esta función de-
pende solamente de la distancia entre r y r

′
y debe ser evaluada para la densidad ρ que

localmente asume el valor de ρ((r)). De esta forma la enerǵıa de intercambio-correlación
puede ser escrita como el promedio de la densidad de enerǵıa ε̃LDAxc [ρ]

ẼLDA
xc [ρ] =

∫
ρ(r)ε̃LDAxc [ρ(r)]dr. (4.84)

La expresión para la densidad de enerǵıa del hueco de intercambio-correlación es

ε̃LDAxc [ρ] =
1

2

∫
ρ̃LDAxc (r, r

′
)

|r− r′| dr
′
. (4.85)

En la práctica la enerǵıa de intercambio-correlación es calculada usando

ε̃LDAxc [ρ] = εLDAX [ρ] + ε̃LDAC [ρ], (4.86)

donde εLDAX [ρ] es la densidad de enerǵıa de intercambio y ε̃LDAC [ρ] la densidad de enerǵıa
de correlación .

Uno de los primeros en tratar de calcular la enerǵıa de correlación en función de la
densidad fue Wigner [105], en el modelo de gas de electrones homogéneo, donde propuso
la enerǵıa de correlación por unidad de volumen como

Ec[ρ] = −a1
∫

ρ(r)4/3

a2 + ρ(r)1/3
dr, (4.87)

con a1=0.056 y a2=0.079. La enerǵıa de intercambio puede ser calculada de forma exac-
ta si se conoce los orbitales de una part́ıcula a través de la ecuación 4.28, pero si el
intercambio es tratado de una forma exacta no es posible compensar el error dado por
el término de correlación, por tanto se trabaja con la expresión EX + ẼC , donde ambos
tienen el mismo orden de aproximación.

La idea es entonces encontrar una aproximación donde ambos términos sean tratados
al mismo nivel de aproximación. Uno de los puntos de partida para lograr este fin es el
gas homogéneo de electrones, el cual ha sido estudiado en gran detalle. La enerǵıa de
intercambio de este sistema esta dado por las expresiones halladas por Dirac [106]

εDX [ρ] = −3

4

(
3

π

)1/3

ρ1/3 = −3

4

(
9

4π2

)1/3
1

rs
(4.88)



76 4. Teoŕıa Cuántica de Muchos Cuerpos

donde rs = (3/4πρ)1/3 es la distancia media interelectrónica expresada en unidades
atómicas. Para el término de correlación existen varias aproximaciones, pero el resultado
más exacto es basado en una simualción de Monte Carlo Cuántico, calculado por Ceperley
y Alder [107] y parametrizado por Perdew y Zunger [108], para un gas homogéneo de
electrones con o sin polarización

εPZC [ρ] = A ln rs +B + Crs ln[rs] +Drs rs ≤ 1 (4.89)

γ/(1 + β1
√
rs + β2rs) rs > 1 (4.90)

Si rs ≤ 1 los paramétros A y B del sistema son calculados en sistemas con polarización
por Gell-Mann y Brueckner [109] , dando valores de AU =0.0311 y BU=-0.048, y para
sistemas polarizados calculados por Misawa [110] AP =0.01555 y BP =-0.0269. Los coefi-
cientes restantes son ajustados por medio de Monte Carlo cuántico dados por Coperley y
Alder [107]: CU =0.002, DU =-0.0116, y CP =0.007, DP =-0.0048. Para rs < 1 Perdew y
Zunger [108], hallan para el gas sin polarización los valores de γU = −0.1423, βU1 =1.0529
y βU2 =0.3334, y para el gas polarizado γP =-0.0843, βP1 =1.3981 y βP2 =0.2611. Adicio-
nalmente se observa que existe una discontinuidad de la segunda derivada de εPZC [ρ] en
rs = 1, la cual causa problemas en sistemas con alta presión y muy densos.

Una de las deficiencias de LDA es la sobre estimación de la enerǵıa de enlace de
aproximadamente un eV, sin embargo LDA halla distancias atómicas y parámetros cris-
talográficos muy próximos a los valores experimentales.

Funcional PBE

Una expresión para obtener la densidad electrónica de un gas no homogéneo es ex-
pandir el término de la densidad en termino del gradiente y ordenes más grandes en la
derivadas. En general la enerǵıa de intercambio-correlación se puede escribir como:

Ẽxc =

∫
ρ(r)εxc[ρ(r)]Fxc[ρ(r),∇ρ(r),∇2ρ(r), . . . ]dr, (4.91)

donde la función Fxc es un factor que modifica la expresión de LDA de acuerdo a la
variación de la densidad en la vecindad de r.

El segundo orden en la expansión del gradiente en la enerǵıa de intercambio introduce
un termino proporcional al cuadrado del gradiente de la densidad. Si esta expresión es
llevada a cuarto orden, el término de cuarto orden también puede ser escrito proporcio-
nalmente al cuadrado del Laplaciano de la densidad[111]. El cuarto orden de la expansión
del gradiente del factor FX se escribe como:

FX(p, q) = 1 +
10

81
p+

146

2025
q2 − 73

405
qp+Dp2 +O(∇ρ6), (4.92)

donde

p =
|∇ρ|2

4(3π2)2/3ρ8/3
, (4.93)
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es el cuadrado de la densidad del gradiente reducida, y

q =
∇2ρ

4(3π2)2/3ρ5/3
, (4.94)

es la densidad del Laplaciano reducida. Los primeros dos coeficientes son conocidos exac-
tamente, el tercero es el resultado de un cálculo de muchos cuerpos y solo se conoce con
una exactitud del 20 %, y para el factor D no hay datos expĺıcitos del cálculo, pero el
mejor ajuste númerico se da para D = 0.

En 1996 Perdew, Burke y Ernzerhof (PBE) propusieron un funcional de intercambio-
correlación, el cual satisface muchas propiedades formales y ĺımites, sacrificando sola-
mente los terminos energéticos menos importantes [112].

Para este funcional la parte de intercambio se escribe como

FX(s) = 1 + κ− κ

1 + µs2/κ
, (4.95)

siendo s = |∇ρ(r)|/2kFρ la densidad de gradiente adimensional, µ = β(π2/3) =0.21952
y β =0.066725 está relacionada con le expansión a segundo orden del gradiente de la
densidad. FX satisface:

La condición de escalado uniforme.

Recobra la forma correcta del gas uniforme de electrones FX(0) = 1.

Satisface la ligadura local de Lieb y Oxford [113], εX ≥-1.679 ρ(r)4/3 ya que
FX(s) ≤1.804, debido a que κ ≤0.084 en todas el rango de valores.

En PBE, el valor mas grande de κ permitido es κ =0.805. Otros autores han tomado
valores de κ y µ ajustados emṕırcamente para valores de enerǵıa de atomización [114,
115], donde los valores de κ violan la desigualdad de Lieb-Oxford.

La enerǵıa de correlación es escrita de la forma

EC =

∫
ρ(r)

[
εLDAC (ρ, ξ) +H[ρ, ξ, t]

]
dr, (4.96)

con

H[ρ, ξ, t] = (e2/a0)γφ
3 ln

(
1 +

β

γ
t2
[

1 + At2

1 + At2 + A2t2

])
, (4.97)

ξ es la densidad de magnetización,

t =
|∇ρ(r)|
φksρ

(4.98)
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es un término de gradiente adimensional, con ks el apantallamiento de la longitud de
onda de Thomas-Fermi y

φ(ξ) = [(1 + ξ)2/3 + (1− ξ)2/3]/2, (4.99)

es un factor que escala el esṕın. El valor de β es el mismo que en el término de intercambio
y γ = (1− ln 2)/π2. El funcional A tiene la forma de

A =
β

γ

1

e−ε
LDA
C [ρ]/(γφ3) − 1

. (4.100)

El término de correlación H tiene las siguientes propiedades:

Tiende a la expansión de segundo orden del gradiente correctamente para densida-
des altas (t→ 0).

Se aproxima a −εLDAC cuando la densidad vaŕıa rápidamente (t → ∞), haciendo
que la correlación desaparezca como es requerido por la regla de suma del hueco
de correlación.

Cancela la singularidad logaŕıtmica de εLDAC en el ĺımite de altas densidades, forzan-
do que la enerǵıa de correlación se escale de una forma constante, bajo un escalado
uniforme de la densidad.

Este funcional ha sido utilizado con diferentes parametrizaciones, Haas et al. [116] llama-
ron a todos estos tipos de funcionales, familias de funcionales tipo PBE(β, µ, λ). Donde
los parámetros κ y µ, se encuentran en el funcional de intercambio Ex y β en el funcional
de correlación Ec.

Como vimos anteriormente en la construcción original de PBE, el parámetro β es
ajustado de tal forma que en el ĺımite de densidad alta EPBE

c recobre la expansión a se-
gundo orden del gradiente de la enerǵıa de correlación de sistemas que vaŕıan débilmente
en el espacio. El requerimiento que el funcional de intercambio-correlación reproduzca la
función respuesta del gas de electrones uniforme(Jellium) en LDA implica que

µ =
π2

3
β, (4.101)

esto fija el parámero µ y el parámero κ es determinado tal que EPBE
x obedezca a la

ligadura de Lieb-Oxford, lo que implica que

κ =
λ

21/3
− 1, (4.102)

donde λ =2.273, que es un estimado de la constante de Lieb-Oxford.
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En esta tesis usaremos una de las familias de PBE, llamada PBEsol [103], el cual fue
diseñado expĺıcitamente para sólidos. En esta aproximación se espera que la expansión del
gradiente para la enerǵıa de intercambio sea más importante que la enerǵıa de correlación
para los sólidos. Por tanto µ que se encuentra en el término de intercambio, es escogido
en PBEsol tal que reproduzca la expansión del gradiente a segundo orden para Ex. El
parámero β que hace parte de la correlación es determinado por el requerimiento de que
las superficies energéticas de Jellium sean reproducidas exactamente. PBEsol proporciona
una mejora significativa en PBE para sólidos

Funcionales h́ıbridos

Este tipo de funcionales reemplaza la parte de enerǵıa debido al intercambio por el
intercambio exacto de Hartree-Fock [117, 118]

EHF
x = −1

2

∑

m,n

f̄mf̄n

∫
dx

∫
dx
′ φ∗m(x)φn(x)φ∗n(x′)φm(x

′
)

|r− r′| , (4.103)

donde x = {r, σ} son las componentes de la posición y el esṕın respectivamente. f̄n y
φn(x) son las ocupaciones y la función de onda de Kohn-Sham. La motivación de esta
aproximación proviene de la conexión adiabática [32,33,31]

Exc[ρ(r)] =

∫ 1

0

dλUλŴ
xc [ρ(r)] =

∫
drρ(r)

∫ 1

0

dλ
1

2

∫
dr
′ g̃λ(r, r

′
)

|r− r′| , (4.104)

que expresa la enerǵıa de intercambio-correlación como una integral de la enerǵıa poten-
cial del intercambio-correlación sobre la fuerza de interacción. Esta fuerza de interacción
viene escalada por el parámetro λ como vimos en la aproximación adiabática, donde el
funcional universal F λŴ queda dependiendo del parámetro λ. La enerǵıa de interacción
puede ser expresada como:

F Ŵ [ρ] = F 0[ρ] +

∫ 1

0

dλ
d

dλ
F λŴ [ρ], (4.105)

que finalmente queda escrito como:

F Ŵ [ρ] = Ts[ρ] +
1

2

∫
dr

∫
dr
′ ρ(r)ρ(r

′
)

|r− r′| +

∫ 1

0

dλUλŴ
xc [ρ]. (4.106)

Usando teoŕıa de perturbaciones, la derivada de F λŴ (ρ) simplifica el valor esperado
de la interacción 〈φ(λ)|Ŵ |φ(λ)〉, que es la enerǵıa potencial de intercambio-correlación
evaluada para una función de muchas part́ıculas obtenida para una determinada fuerza
de interacción.
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La idea del funcional h́ıbrido es interpolar el integrando entre los puntos finales e
iniciales. En el ĺımite de interacción nula λ = 0 el integrando UλŴ

xc está dada por la ecua-
ción 4.103. Para la correlación total LDA o PBE son funcionales considerados correctos.
La interpolación queda escrita entonces como [112]

Exc = a(EHF
X ) + (1− a)EPBE

x + EPBE
c , (4.107)

donde a es un coeficiente de mezcla que mediante teoŕıa de perturbaciones toma el valor
de 1/4, el cual es llamado en la literatura PBE0 [119], . Los funcionales h́ıbridos dan
mejores enerǵıas de enlace, bandas de enerǵıa prohibidas y reacciones energéticas que los
funcionales LDA y PBE, como se puede apreciar en la figura 4.7.

The total energies of charged systems appearing in Eq. (1)
needtobecorrectedtospeeduptheconvergencewithrespect to
the supercell size. First, the total energy is corrected by a term
qDV , DV being the potential difference needed to align the
potential far from the neutral defect to that of the unperturbed
bulk. Second, the total energy is corrected for the spurious
electrostatic interaction due to the periodic boundary
conditions, for which we use the electrostatic correction of
Makov andPayne [52]. These two corrections are always used
unless otherwise stated.While theMakov–Payne correction is
known to fail in some specific cases, it is generally quite
accurate in the case of extremely localized defects. For
instance, for defects in SiO2, the charge transition levels are
already converged for moderate supercell sizes (72 atoms)
when this electrostatic correction is included. When accurate
quantitative results are needed, it is recommended to use either
careful extrapolation schemes [53–55] or more elaborate
methods for correcting the electrostatic interactions in the
supercell [14, 56].Wenote that in this respect the presentwork
is mostly concerned with the comparison between results
obtainedwith different functionals, for which the electrostatic
corrections are nearly the same and thus do not represent an
issue.

Since the electron chemical potential in experiments is
generally referred to the VBM, eðq=q0Þ defined in Eq. (2) is
the relevant physical quantity. However, we find useful
in Section 3 to consider charge transition levels eðq=q0Þ
referred to an appropriately defined average local potential f
in the supercell rather than to the VBM:

eðq=q0Þ ¼ ED;q
tot $ ED;q0

tot

q0 $ q
$ f: (4)

2.2 Hybrid density functionals While a number of
hybrid functionals have been proposed, we focus in this
paper only on one-parameter hybrid functionals based on the
bare Coulomb exchange, in which a fraction a of nonlocal
exact exchange is admixed to the exchange described within
the GGA. By nonlocal exact exchange we here refer to the
orbital-dependent expression for exchange appearing in
the Hartree–Fock theory [57]. This leads to a generalized
Kohn–Sham scheme in which the exchange potential is
different for each electronic state the non-local part of which
is defined as V̂ici ¼ @Eexact

x =@ci. The exchange energy is
thus given by

Ehybrid
x ¼ aEexact

x þ ð1$ aÞEGGA
x : (5)

The correlation potential is usually taken unmodified
from the GGA. When the fraction a ¼ 0:25 is used together
with the PBE approximation for the semilocal part [38], the
hybrid functional is referred to as the PBE hybrid. We here
use the notation PBE0, but other notations such as PBEh or
PBE1PBE are also in use. The value of a ¼ 0:25 has been
rationalized in case of molecular systems and is considered
to be a good compromise for many systems [38]. However,

there is no firm theoretical justification for this choice and the
optimal mixing coefficient is admittedly system or even
property dependent [38, 58].

For many materials, the PBE0 provides an improved
description of the energetic and structural properties when
compared to the PBE [40, 59]. Lattice constants, formation
energies, and bulk moduli of semiconductors and insulators
are generally in a better agreement with experimental data
[59]. A similar improvement is also observed for molecules.
However, for metallic systems the use of exact exchange
gives rise to unphysical derivative discontinuities at the
Fermi level.

Even more importantly than the improvement in
structure and energetics, the PBE0 substantially improves
the calculated band gaps [40]. This is shown in Fig. 1. The
improvement is especially evident for materials such as Ge
or InN which have a vanishing or even negative band gap in
semilocal approximations. However, it is also evident that
the improvement of the PBE0 over the PBE is not systematic.
In the PBE0, band gaps are overestimated for low band-gap
materials and underestimated for large band-gap ones. The
best agreement is thus for intermediate band-gap materials.
It is also clear why the fraction a ¼ 0:25 is just a good
compromise rather than a universal parameter. In fact for
both the PBE and the PBE0 the dependence of the theoretical
gap on the experimental one is approximately described by a
concave function. For PBE0 (a ¼ 0:25), the concave
function crosses the diagonal defined by Eth

g ¼ Eexpt
g at about

5 eV. Hence, the theoretical band gaps are overestimated for
somematerials and underestimated for others. This behavior
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Figure 1 (online color at: www.pss-b.com) Calculated versus
measured single-particle band gaps for 15 different materials.
PBE: open disks, PBE0: filled disks. Results for GaAs, C, MgO,
NaCl, and Ar are taken from Ref. [40]; results for InN and ZnO are
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Figura 4.7: Cáculo teórico versus datos experimentales del ancho de banda prohibida
para 15 materiales diferentes. PBE son los ćırculos sin relleno y PBE0( HSE06) son los
ćırculos llenos [120]

Los funcionales h́ıbridos describen satisfactoriamente un amplio rango de propieda-
des moleculares exactamente. Sin embargo en grandes moléculas y sólidos calcular el
intercambio exactamente es computacionalmente costoso, especialmente para sistemas
con caractéristicas metálicas.

En esta tesis tomaremos una aproximación, la cual es menos costosa computacional-
mente, para lo cual se separa el término de intercambio en dos términos de interacción
de largo y corto alcance [104, 121]

Exc = aERC HF
x + (1− a)ERC PBE

x + bELA H−F
x + (1− b)ELA PBE

x + EPBE
c , (4.108)
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RC es la interacción de rango corto, LC es la interacción largo alcance. Los valores a y b
son ajustados a partir de las enerǵıas atómicas y entalṕıas de varios compuestos dando
valores de 1/4 y 0 respectivamente.
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5

Estructura Electrónica

5.1. Electrones de Bloch

En el caṕıtulo 4 se ha mostrado que la enerǵıa del estado base puede ser determinado
uńıvocamente por la densidad eletrónica y las ecuaciones autoconsistentes de Kohn-
Sham (ver figura 4.2). De esta manera es posible calcular la densidad y la enerǵıa de
un sistema de electrones interactuantes. Para un cristal el potencial de referencia 4.16
o efectivo tiene la misma simetŕıa de la red cristalina, lo cual nos ayudará a resolver el
potencial de referencia v́ıa el teorema de Bloch.

Un cristal infinito tiene la propiedad de ser invariante bajo traslaciones de la red, de
tal manera que el potencial de referencia cumple

vR(r + R) = vR(r), (5.1)

siendo R el vector de traslación, el cual se escribe en término de un conjunto de vectores
a1,a2 y a3 como

R = m1a1 +m2a2 +m3a1, (5.2)

donde m1,m2 y m3 son enteros y los vectores a1,a2 y a3 se conocen como los vectores de
la red de Bravais del cristal.

El efecto de la simetŕıa traslacional con efectos periódicos de frontera, en las funciones
de onda de Kohn-Sham, se expresan mediante el teorema de Bloch como

〈r + R|k n〉 = eik·R〈r|k n〉, (5.3)

el factor eik·R es un autovalor del operador traslación de la red

T̂R|k n〉 = eik·R|k n〉, (5.4)

que toma el valor de uno, para valores k = 2π(n1b1 + n2b2 + n3b3), siendo n1,n2 y n3

enteros. Los k que cumplen esta condición se conocen como vectores de la red reciproca
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y b1,b2 y b3 son los vectores de la base de la red reciproca. Debido a que k ·R = 2πj,
con j entero, la función de onda en la ecuación 5.1 no esta univocamente definida,
por tanto cualquier función de onda de la ecuación 5.1 con vectores de la red reciproca
K = k+k

′
define igualmente una función de onda, por tanto solo necesitamos especificar

las funciones de onda que se encuentren en la zona de Brillouin. Adicionalmente las redes
de Bravais deben ser invariantes bajo rotaciones. Por tanto para resolver el problema de
Kohn-Sham solo es necesario considerar la zona irreducible de Brillouin. Los números
cuánticos de este sistema son n que se conoce como ı́ndice de la banda y k son los número
de vectores de onda de las funciones que cumplen el teorema de Bloch (funciones de onda
de Bloch).

Para resolver el problema de Kohn-Sham ĤKS|kn〉 = Ekn|kn〉, expresamos la función
de onda como

|kn〉 =
∑

j

cknj |kj〉, (5.5)

donde |kj〉 son las funciones de onda de Bloch las cuales forman un conjunto completo.
Sin embargo es posible representar el conjunto de base completo, usando solamente un
subconjunto del conjunto infinito original (base de truncamiento). Las ecuaciones de
Kohn-Sham quedan escritas en esta base como

∑

j

cknj 〈ki|ĤKS|kj〉 = Ekn

∑

j

cknj 〈ki|kj〉, (5.6)

el cual es un problema matricial de autovalores generalizado, como se puede apreciar
escribiendo la anterior ecuación de forma matricial

H · cn = EnS · cn, (5.7)

siendo S la matriz de solapamiento.
En forma general este problema de autovalores generalizado es reducido a uno

estándar usando la descomposición de Cholesky. Se puede demostrar que cualquier matriz
hermética definida positiva (como lo son H y S) se puede descomponer en un produc-
to de matrices triangulares inferiores con sus elementos de la diagonal positiva y su
transpuesta. Por tanto la matriz de solapamiento se puede escribir como

S = LLtr, (5.8)

por tanto la ecuación 5.7 queda escrita como

Hci = EiLLtrci, (5.9)

multiplicando a la izquierda por L−1 e introduciendo la matriz unitaria se obtiene

Pxi = Eixi, (5.10)
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donde P = L−1H(L−1)tr y xi = Ltrci. Se puede observar que el problema de autovalores
generalizados queda reducido a uno simple y los autovectores ci son obtenidos a través
de la transformación inversa, ci = (Ltr)−1xi.

Una escogencia natural de una base para las funciones de onda, a partir del teorema
de Bloch, son las ondas planas. Pero en los sistemas sólidos existe una gran diferencia
en la forma funcional de la función de onda: cerca de los núcleos la función de onda
oscila rápidamente, y en la región instersticial entre los átomos la función de onda vaŕıa
suavemente. Si nosotros pretendemos tomar una base de ondas planas para describir este
comportamiento, necesitaŕıamos muchas funciones de onda cerca del núcleo y algunas
funciones de onda en el intersticio atómico. Por tanto no es posible escoger una base
solo de ondas planas como base para resolver nuestro problema en sólidos. Para esto
tomaremos una aproximación diferente, donde no trataremos el núcleo por medio de un
potencial externo, sino que toda la interacción electrostática estará contenida en una sola
integral doble, de esta forma la enerǵıa total queda expresada como:

E [{ψn(r)}, {R}] =
∑

n

fn〈ψn|
p2

2
|ψn〉

+
1

2

∫
dr

∫
dr
′ (ρ(r) + Z(r))

(
ρ(r

′
) + Z(r

′
)
)

|r− r′| + Exc, (5.11)

donde Z(R) = −∑RZδ(r − R) es la densidad de carga nuclear expresada en térmi-
nos de la carga del electrón. Z y RR son el número atómico y la posición del núcleo
respectivamente. El estado base electrónico es determinado minimizando E[Ψn] para
una geometŕıa del ion fija. Debido a que las funciones de onda de una part́ıcula deben
ser ortogonales, se utilizan multiplicadores de Lagrange Λmn para fijar esta condición,
quedando la condición extrema como:

Y [|Ψn〉,Λ] = E [{|Ψn〉}]−
∑

n,m

[〈Ψn|Ψm〉 − δn,m] Λm,n, (5.12)

para la función de onda, la condición queda escrita como

Ĥ|Ψn〉fn =
∑

m

|Ψm〉Λm,n, (5.13)

con Ĥ = 1
2
p̂ + v̂ef es el operador efectivo de una part́ıcula, donde le potencial efectivo

depende de la densidad electrónica de la siguiente forma

vef (r) =

∫
dr
ρ(r

′
) + Z(r

′
)

|r− r′ | + µXC(r), (5.14)

donde µXC es la derivada funcional de la enerǵıa de intercambio-correlación. Al realizar
una transformación unitaria que diagonaliza los multiplicadores de Lagrange se obtiene



86 5. Estructura Electrónica

la ecuación de Kohn-Sham de una part́ıcula

Ĥ|φn〉 = |φn〉εn (5.15)

las enerǵıas de una part́ıcula son los autovalores de la matriz Λm,n(fn + fm)/2fnfm.
Las ecuaciones de un electrón como la de Kohn-Sham poseen algunas dificultades

para ser resueltas numéricamente como son:

En la región atómica cerca del núcleo, la enerǵıa cinética es grande resultando
en oscilaciones rápidas de la función de onda, lo que requiere una gran cantidad
de puntos para poder ser representada numéricamente. Por otro lado debido al
gran valor de la enerǵıa cinética hace la ecuación de Schrödinger cambie poco, tal
que el cambio del ambiente qúımico tiene efectos pequeños en la función de onda,
por tanto la función de onda en esta región puede ser representada por una base
pequeña.

En la región de enlace de los átomos la situación es opuesta, la enerǵıa cinética es
pequeña y la función de onda vaŕıa suavemente. Sin embargo la función de onda es
flexible y responde fuertemente a los alrededores. Por tanto se hace necesario bases
muy grandes.

Con el fin de cumplir estos requerimientos varias estrategias han sido desarrolladas:

Funciones bases son escogidas de tal manera que reproduzcan los orbitales atómicos.
Esta selección explota el hecho que la función de onda en la región atómica puede
ser descrita por unas cuantas funciones bases, mientras que el enlace qúımico es
descrito por el solapamiento de estos orbitales atómicos. La mayoŕıa de técnicas de
esta clase son dif́ıciles de manejar.

Los seudopotenciales se consideran como una perturbación del gas de electrones li-
bres. La base natural para un gas de electrones, es la base de ondas planas las cuales
son conjuntos completos y apropiados para funciones de onda suave. La desven-
taja es que es necesario un gran número de ellas, adicionalmente son inadecuadas
para describir las grandes oscilaciones cerca del núcleo. En esta aproximación la
repulsión de Pauli debido a los electrones de la coraza es descrita por un potencial
efectivo que repele los electrones de valencia de la región de la coraza, dando como
resultado funciones de ondas planas suaves que son bien representadas por ondas
planas, pero debido a esta aproximación toda la información de la densidad de
carga y las funciones de onda son perdidas en las proximidades del núcleo.

El método de ondas aumentadas se compone de bases hidrogenoides en la región
atómica y un conjunto de funciones llamadas envolventes apropiadas para el enlace
entre las bases hidrogenoides. Las soluciones parciales de las diferentes regiones son
ajustadas con la condición de continuidad y diferenciabilidad en la interface entre
la región atómica e intersticial.
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En esta tesis usaremos el método de proyección de onda aumentada que combina el méto-
do de onda aumentada y la aproximación de seudopotencial. Por tanto en las próximas
dos secciones explicaremos el método de ondas aumentadas y el seudopotencial. final-
mente en la tercera sección explicaremos el método de proyección de onda aumentada
(Projector augmented wave PAW)

5.2. Método de onda aumentada

La idea básica de este método es considerar el problema electrónico como un problema
de dispersión. Supongamos que tenemos un haz de electrones representados por ondas
planas viajando a través de un sólido, de tal forma que sufra múltiples dispersiones
debido a los átomos. Si para algún valor de la enerǵıa estas ondas dispersadas interfieren
destructivamente, tal que los electrones no puedan escapar, se crea entonces un estado
ligado. Esta idea puede ser trasladada a una base donde la enerǵıa y el potencial dependen
de esta base.

Con el fin de hacer tratable el problema de la dispersión, un potencial modelo debe
ser elaborado el cual recibe el nombre de muffin-tin que aproxima el potencial real a un
potencial que es esféricamete simétrico en la región atómica y constante entre las regiones
atómicas. En la figura 5.1 se hace una representación esquemática del sistema: las regiones
esféricas del dibujo son llamadas esferas de muffin-tin y sus radios son llamados radios de
muffin-tin, el espacio que queda entre las esferas se le conoce como espacio intersticial.

RMT$
I"

A$

A$ A$

A$

B$

B$

B$
B$

I"

I"

I"

I"

I"

I"

I"

Figura 5.1: Representación esquemática de la partición de un sistema en esferas atómi-
cas(esferas negras desvanecidas) de radio RMT y la región intersticial I(región blanca de
la figura), de dos tipos diferentes de átomos A y B

En el método de onda aumentada se construye el conjunto base de la región atómica
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resolviendo la ecuación de Schrödinger para un potencial efectivo esférico
[

1

2
∇2 + vef (r)− ε

]
φl,m(ε, r) = 0, (5.16)

en función de la enerǵıa. La función de onda parcial φl,m es un autoestado del momento
angular y se expresa como el producto de una función radial y de los armónicos esféricos.
La dependencia energética de φl,m se expande en series de Taylor hasta un valor de
referencia energético εν,l

φl,m(ε, r) = φν,l,m(r) + (ε− εν,l)φ̇ν,l,m(r) +O((ε− εν,l)2), (5.17)

donde φν,l,m(r) = φl,m(εν,l). El término φ̇ν(r) = ∂φ(ε,r)
∂ε
|εν ,l es obtenido derivando la ecua-

ción de Schrödinger con respecto a la enerǵıa
[
−1

2
∇2 + vef (r)− εν,l

]
φ̇ν,l,m(r) = φν,l,m(r). (5.18)

El paso siguiente es tomar una base regular como ondas planas, Gaussianas, o funcio-
nes de Henkel. Estas bases funcionales las llamaremos funciones envolventes |ξ̃(r)〉. En
el interior de la región atómica ellas son reemplazadas por las ondas parciales y sus deri-
vadas, de tal manera que la función de onda resultante ξ(r) sea continua y diferenciable.
La función envolvente tiene la forma

ξ(r) = ξ̃(r)−
∑

R

ΘR(R)ξ̃(r) +
∑

R,l,m

ΘR(R)[φν,R,l,m(t)aR,l,m,i + φ̇ν,R,l,m(r)bR,m,l,i], (5.19)

ΘR(r) es la función paso que es la unidad al interior de la esfera de muffin-tin centrada
en R y cero en el resto del espacio. La esfera aumentada se encuentra centrada en el
átomo y tiene un radio aproximado al radio covalente. Esta base solo describe los estados
de valencia, los estados de la coraza se encuetran por la integración radial de la ecuación
de Schrödinger al interior de la esfera de aumentación.

Los coeficiente aR,lm,i y bR,l,m,i son obtenidos para cada |ξ̃〉 de la siguiente forma: la
función envolvente se descompone en cada sitio atómico en esféricos armónicos multipli-
cados por funciones radiales

ξ̃(r) =
∑

l,m

uR,l,m,i(|r−R|)Yl,m(|r−R|). (5.20)

Existen expansiones anaĺıticas para uR,l.m.i en ondas planas, funciones de Henkel y base
Gaussianas. La parte radial de las ondas parciales φν,R,l,m y φ̇ν,R,l,m son ajustados a los
valores y las derivadas de ur,l,m,i(|r|) para hallar los valores de los coeficientes aR,l,m,i y
bR,l,m,i.

Si la base que se toma como ondas envolventes son las ondas planas, el método se
llama aumento lineal de ondas planas (linear augmented plane wave LAPW). Tomando
como base las funciones de Hankel, el método se conoce como orbitales lineales de muffin-
tin (linear muffin tin orbital LMTO).
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5.3. Método de Seudopotenciales

Los seudopotenciales fueron introducidos para:

1. Evitar describir los electrones de la coraza expĺıcitamente.

2. Evitar las oscilaciones rápidas cerca al núcleo.

Para construir los seudopotenciales se comienza con el cálculo del funcional de la
densidad de todos los electrones para un átomo esférico. Este cálculo puede realizarse de
una forma eficiente en una cuadŕıcula radial, la cual genera los potenciales y funciones de
onda φl,m(r) atómicos. Debido a la simetŕıa radial de la función de onda, los diferentes
números cuánticos magnéticos son idénticos.

Para las funciones de onda de valencia se construyen seudofunciones de onda |φ̃l,m〉.
Estas son idénticas a las funciones de onda reales fuera de la región aumentada, la cual
es llamada región de coraza en el contexto de la aproximación por seudopotencial.

Al interior de la región aumentada las seudofunciones de onda no deben tener nodos
y deben tener la misma norma que las funciones de onda reales, lo que significa que

〈 ˜φl,m|φ̃l,m〉 = 〈φl,m|φl,m〉. (5.21)

Un ejemplo de este procedimiento se encuentra ilustrado en la figura 5.2.
El potencial ul(r) puede ser reconstruido invirtiendo la ecuación de Schrödinger,

quedando

ul(r) = ε+
1

φ̃lm(r)
· 1

2
∇2φ̃lm(r), (5.22)

esta inversión solo es posible si la seudofunción no tiene nodos.
Ahora si definimos el seudoHamiltoniano efectivo como:

ˆ̃Hl = −1

2
∇2 + vpsl (r) +

∫
dr
′

(
ρ(r

′
) + Z̃(r

′
)
)

|r− r′| + µXC([ρ(r), r]), (5.23)

donde µXC(r) = δExc/δρ(r) es la derivada funcional del intercambio-correlación con
respecto a la densidad elctrónica. Los seudopotenciales vpsl se determinan tal que el
seudoHamiltoniano produzca la seudofunción de onda

vpsl (r) = ul(r)−
∫
dr

(
(ρ̃(r

′
)) + Z̃(r

′
)
)

|r− r′ | − µXC([ρ(r)], r). (5.24)

A este proceso se le conoce como despantallamiento. Z̃R(r) es la densidad de carga del
núcleo y los electrones de la coraza, la cual usualmente se encuentra centrada en el átomo
y es una Gaussiana esférica normalizada a la carga del núcleo y a los electrones de la
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Fig. 6: Illustration of the pseudopotential concept for the example of the 3s wavefunction of Si.
The solid line shows the radial part of the pseudo wavefunction φ̃!,m. The dashed line corre-
sponds to the all-electron wavefunction φ!,m, which exhibits strong oscillations at small radii.
The angular momentum dependent pseudopotential u! (dash-dotted line) deviates from the all-
electron potential veff (dotted line) inside the augmentation region. The data are generated by
the fhi98PP code [82].

This process is called “unscreening”.
Z̃("r) mimics the charge density of the nucleus and the core electrons. It is usually an atom-
centered, spherical Gaussian that is normalized to the charge of nucleus and core of that atom.
In the pseudopotential approach, Z̃R("r) does not change with the potential. The pseudo density
ñ("r) =

∑
n fnψ̃

∗
n("r)ψ̃n("r) is constructed from the pseudo wavefunctions.

In this way, we obtain a different potential for each angular momentum channel. In order to
apply these potentials to a given wavefunction, the wavefunction must first be decomposed
into angular momenta. Then each component is applied to the pseudopotential vps

! for the
corresponding angular momentum.
The pseudopotential defined in this way can be expressed in a semi-local form

vps("r,"r′) = v̄("r)δ("r − "r′) +
∑

!,m

[
Y!,m("r) [vps

! ("r) − v̄("r)]
δ(|"r| − |"r′|)

|"r|2 Y ∗
!,m("r′)

]
. (46)

The local potential v̄("r) only acts on those angular momentum components that are not al-
ready considered explicitly in the non-local, angular-momentum dependend pseudopotentials
vps
! . Typically it is chosen to cancel the most expensive nonlocal terms, the one corresponding
to the highest physically relevant angular momentum.
The pseudopotential vps("r, "r′) is non-local as its depends on two position arguments, "r and "r′.
The expectation values are evaluated as a double integral

〈ψ̃|v̂ps|ψ̃〉 =

∫
d3r

∫
d3r′ ψ̃∗("r)vps("r,"r′)ψ̃("r′) (47)

Figura 5.2: Ilustración del concepto de seudopotencial para la función de onda 3s del
Si. Las ĺıneas sólidas muestran la parte radial de la seudofunción de onda φ̃l,m. La ĺınea
cortada corresponde a la función de onda de todo el electrón φl,m, en la que se puede
apreciar una fuerte oscilación cuando el radio disminuye. la dependencia del seudopoten-
cial para el momento angular ul (ĺınea cortada con puntos) se desv́ıa del potencial para
todo el electrón vef (ĺınea punteada) al interior de la región de aumentación. Los datos
fueron tomados de Fuchs et al. [122]

coraza. En esta aproximación Z̃(r) no cambia con el potencial. La seudodensidad es
construida a partir de las seudo funciones

ρ̃(r) =
∑

n

fnψ̃
∗
n(r)ψ̃n(r), (5.25)

Para cada momento angular se obtienen diferentes potenciales. Con el fin de calcular
los potenciales para la función de onda, estas deben ser descompuestas primero en su
momento angular. Por tanto a cada componente se le aplica el seudopotencial vpsl que
corresponde al valor de l, de esta manera podemos expresar el seudopotencial como una
forma no local

vps(r, r
′
) = v̄(r)δ(r− r

′
) +

∑

l,m

[
Yl,m(r)[vpsl (r)− v̄(r)]

δ(|r| − |r′|)
|r2| Y ∗l,m(r)

]
. (5.26)

El potential local v̄(r) solo actúa en las componentes del momento angular que no son
consideradas expĺıcitamente en la parte no local, vpsl es la dependencia del momento
angular en los seudopotenciales. T́ıpicamente este es tomado de tal forma que cancele
la mayoŕıa de términos no locales y que tenga solo los momentos angulares relevantes
f́ısicamente.



5.3. Método de Seudopotenciales 91

El valor esperado del seudopotencial es

〈ψ̃|v̂ps|ψ̂〉 =

∫
dr

∫
dr
′
ψ̃∗(r)vps(r, r

′
)ψ̃(r

′
) (5.27)

La forma semi local del seudopotencial dada en la ecuación 5.26 es computacionalmente
cara, por tanto en la práctica se usa una forma separable del seudopotencial [123, 124]

v̂ps ≈
∑

i,j

v̂ps|φ̃i〉
[
〈φ̃j|v̂ps|φ̃i〉

]−1
i,j
〈φ̃j|v̂ps. (5.28)

La proyección de los armónicos esféricos usados en al forma semi local 5.26 es reempla-
zada por una proyección angular que depende de la función v̂ps|φ̃i〉.Los ı́ndices i, j son
ı́ndices compuestos que contiene los sitios atómicos R, los números cuánticos del momen-
to angular l,m y el ı́ndice α, este ı́ndice distingue ondas parciales con ı́ndices idénticos
R, l,m, debido a que es posible más de una onda parcial por sitio y momento angular.
Las ondas parciales son construidas como autoestados del seudopotencial v̂psl para un
conjunto de enerǵıas dado.

Se puede mostrar la identidad de la ecuación 5.28 aplicando una función de onda
|ψ̃〉 =

∑
i |φ̃〉ci a ambos lados, si el conjunto de seudoondas parciales |φ̃i〉 es completo en

la ecuación 5.28, la identidad es exacta. La ventaja de esta separación es que el término
〈φ̃|v̂ps es tratado como una función, de tal manera que los valores esperados se reducen
a una combinación simple de productos escalares 〈φ̃i|v̂ps|ψ̃〉.

La enerǵıa total el método de seudopotencial es

E =
∑

n

fn〈ψ̃n|
p̂

2
|ψ̃n〉+ Eself +

∑

n

fn〈ψ̃n|v̂ps|ψ̃n〉

+
1

2

∫
dr

∫
dr
′

[
(ρ(r) + Z̃(r))(ρ(r

′
) + Z̃(r

′
))
]

|r− r′ | + Exc[ρ̃(r)], (5.29)

la constante Eself es ajustada tal que la enerǵıa total del átomo sea la misma que el
cálculo de toda la contribución electrónica (all-electron) y la del seudopotencial.

La construcción del seudopotencial garantiza la enerǵıas de una-part́ıcula para los
estados de valencia y la forma de la función de onda.

Mientras que el seudopotencial ha sido probado con exactitud en una gran variedad
de sistemas, no hay garant́ıa que ellos reproduzcan los mismos resultados del cálculo de
toda la contribución lectrónica (all-electron), si ellos son usados en sólidos o moléculas.
Las fuentes de error pueden ser divididas en dos clases:

1. Problema de transferibilidad de enerǵıas: Aún para el potencial de referencia atómi-
co, las propiedades de dispersión son exactas para un rango de enerǵıas.
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2. Problema de transferibilidad de carga: En una molécula o un cristal, los potenciales
difieren del átomo aislado. El seudopotencial estrictamente hablando solo es valido
para átomos aislados.

5.4. Método del proyector de onda aumentada

La idea principal de método del proyector de onda aumentada(projector augmented
wave method PAW) consiste en mapear la función de onda verdadera a una función de
onda auxiliar que es numericamente conveniente, se espera que esta función de onda suave
tenga una convergencia rápida en la expansión de ondas planas. Con esta transformación
es posible expandir la función de onda auxiliar a una base conveniente como la base de
ondas planas y evaluar todas las propiedades f́ısicas después de reconstruir la relación
del sistema auxiliar con la función de onda f́ısica(verdadera).

Denotemos la función de onda de una part́ıcula como |ψn〉 y las funciones de onda
auxiliares como |ψ̃n〉, donde la tilde se refiere a la representación de la seudofunción de
onda auxiliar y la n indica los estados de una part́ıcula y contiene: un ı́ndice de banda,
un punto k y un ı́ndice de esṕın. La transformación del sistema auxiliar al sistema f́ısico
se denota por T̂

|ψn〉 = T̂ |ψ̃n〉. (5.30)

Si expresamos la ligadura del funcional F de la ecuación 5.12 en términos de la función
de onda auxiliar obtenemos

F
[
{T̂ |ψ̃n〉}, {λm,n}

]
= E

[
{T̂ |ψ̃n}

]
−
∑

n,m

[
〈ψ̃n|T̂ †T̂ |ψ̃m〉 − δn,m

]
λm,n. (5.31)

Aplicando el principio variacional con respecto a la función de onda auxiliar se llega a

T̂ †ĤT̂ |ψ̃n〉 = T̂ †T̂ |ψ̃n〉εn, (5.32)

donde obtenemos una función del tipo de Schrödinger, con el Hamiltoniano de la forma
ˆ̃H = T̂ †ĤT̂ . Si queremos calcular las valores esperados de los operadores , estos pueden
ser expresados en el sistema auxiliar o en el real como

〈Â〉 =
∑

n

fn〈ψn|Â|ψn〉 =
∑

n

fn〈ψ̃n|T̂ †ÂT̂ |ψ̃n〉 (5.33)

En la representación de la función de onda auxiliar el operador queda escrito en la forma
ˆ̃A = T̂ †ÂT̂ , que solo se cumple para los electrones de valencia.

El operador T debe modificar la función de onda auxiliar en cada región atómica de
tal manera que la función de onda resultante tenga la estructura correcta. Entonces este
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operador debe ser escrito como una identidad más una suma de contribuciones atómicas
ŜR

T̂ = 1̂ +
∑

R

ŜR, (5.34)

para cada átomo, ŜR adiciona la diferencia entre las funciones de onda reales y auxiliares.
El termino local ŜR se define a partir de las funciones de onda |φi〉 que son soluciones de
la ecuación de Schrödinger para el átomo aislado. Este conjunto de ondas parciales |φi〉
servirán como conjunto base cerca del núcleo y todas las funciones de onda relevantes
para la parte de valencia pueden ser expresadas como una superposición de ondas planas
con coeficientes aun desconocidos

φ(r) =
∑

i∈R
ψi(r)ci, (5.35)

para |r−RR| < rc,R, con i ∈ R indicando que las ondas pertenecen al sitio R. Debido a
que las ondas de la coraza no se extienden en las vecindades del átomo estas deben ser
tratadas de una forma diferente. Para describir estas funciones se realiza la aproxima-
ción de corazas congeladas (frozen core) que consiste en tomar la densidad y la enerǵıa
de los átomos aislados. La transformación T deberá producir solamente funciones de
onda ortogonales a los electrones de la coraza, mientras que los electrones de la coraza
son tratados separadamente. Por tanto, el conjunto de ondas parciales |φi〉 que incluye
solamente los estados de valencia deben ser ortogonales a las funciones de onda de los
átomos de la coraza.

Para cada función de onda parcial escogemos una función de onda parcial auxiliar
|φ̃i〉, de tal manera que cumpla

|φ〉 = (1̂ + ŜR)|φ̃i〉 para i ∈ R, (5.36)

ŜR|φ̃i〉 = |φi〉 − |φ̃i〉, (5.37)

define la contribución local de SR al operador transformación. Debido a que 1̂ + ŜR debe
cambiar la función de onda de forma local, se requiere que la función de onda parcial y
su contraparte auxiliar sean idénticas mas allá de un radio rc,R

φi(r) = φ̃i(r) para i ∈ R y |r−RR| > rc,R. (5.38)

Debido a que las ondas parciales ya no son necesariamente estados ligados y por tanto
no son renormalizables a menos que sean truncadas más allá de un radio rc,R. El método
de PAW es formulado de tal forma que el resultado final no dependa del lugar donde las
ondas parciales sean truncadas, siempre y cuando este truncamiento no sea muy cerca
al núcleo.



94 5. Estructura Electrónica

Para aplicar el operador transformación a una función de onda arbitraria, necesitamos
expandir la función de onda auxiliar en funciones de onda parciales auxiliares

ψ̃(r) =
∑

i∈R
φ̃i(r)ci =

∑

i∈R
φ̃i(r)〈p̃i|ψ̃〉 para |r−R| < rc,R, (5.39)

donde |p̃i〉 son las funciones proyectoras, estas funciones prueban el carácter local de la
función de onda auxiliar en la región atómica. A partir de la ecuación anterior se deduce
que ∑

i∈R
|φ̃i〉〈p̃i = 1, (5.40)

la cual es válida al interior de rc,R, además se puede demostrar que para que una onda
|ψ̃〉 sea expresada localmente por la función de onda parcial auxiliar |φ̃〉, si

〈p̃i|φ̃j〉 = δij para i, j ∈ R. (5.41)

Estos proyectores son los que deben ser ortogonales a las funciones onda parciales y no
entre ellas. Combinando las ecuaciones 5.37 y 5.39 podemos aplicar S̃R a las funciones
auxiliares

Ŝ|ψ̃〉 =
∑

i∈R
ŜR|φ̃i〉〈p̃i|ψ̃〉 =

∑

i∈R

(
|φi〉 − |φ̃i〉

)
〈p̃i|ψ̃〉. (5.42)

por tanto el operador transformación queda expresado como

T̂ = 1̂ +
∑

i

(
|φi〉 − |φ̃i〉

)
〈p̃i|, (5.43)

donde la suma corre sobre todas las ondas parciales de los átomos. La función de onda
real puede ser expresada como

|ψ〉 = |ψ̃〉+
∑

i

(
|φi〉 − |φ̃i〉

)
〈p̃i|ψ̃〉 = |ψ̃〉+

∑

R

(
|ψ1
R〉 − |ψ̃1

R〉
)
, (5.44)

con
|ψ1
R〉 =

∑

i∈R
|φi〉〈p̃i|ψ̃〉 (5.45)

|ψ̃1
R〉 =

∑

i∈R
|φ̃i〉〈p̃i|ψ̃〉. (5.46)

En la figura 5.3 se muestra la descomposición de la ecuación 5.44 para el enlace p−σ
de la molécula Cl2.

La ecuación 5.3 puede ser entendida si partimos el espacio en dos regiones:

1. Lejos de los átomos las funciones de onda parciales de acuerdo a la ecuación son
idénticas, lo que hace que ψ(r) = ψ̃(r)
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Figura 5.3: (a) Enlace orbital p− σ de la molécula Cl2 y la descomposición en función
de la onda auxiliar y las dos expansiones en cada centro. (b) Muestra la función de onda
real y auxiliar, (c) muestra la expansión de la función de onda parcial y auxiliar, (d) la
expansión de las dos ondas parciales y (e) la expansión de la función de onda real y su
onda parcial [125]

2. Cerca al átomo R, las funciones de onda auxiliares tienen su expansión a un centro
idéntico de acuerdo a la ecuación 5.39, esto significa que ψ̃(r) = ψ̃1

R(r) y por tanto
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la función de onda verdadera ψ(r) es idéntica a ψ1
R(r), las cuales se encuentran

construidas con la estructura nodal apropiada .

De acuerdo a la ecuación 5.43 los valores esperados pueden ser obtenidas por recons-
trucción de las funciones de ondas verdaderas o directamente de las funciones de ondas
auxiliares

〈Â〉 =
∑

n

fn〈ψn|Â|ψn〉+
Nc∑

n=1

〈φcn|Â|φcn〉 (5.47)

=
∑

n

fn〈ψ̃n|T̂ †ÂT̂ |ψ̃n〉+
Nc∑

n=1

〈φcn|Â|φcn〉, (5.48)

los fn son las ocupaciones de los estados de valencia y Nc el número de estados en la
coraza. La primera suma corre sobre los estados de valencia y la segunda sobre los estados
de la coraza |φcn〉.

Si descomponemos los elementos matriciales para una función de onda en sus contri-
buciones individuales de acuerdo a la ecuación 5.44 se obtiene

〈ψ|Â|ψ〉 = 〈ψ̃ +
∑

R

(ψ1
R − ψ̃1

R)|Â|ψ̃ +
∑

R′

(ψ1
R′
− ψ̃1

R′
)〉 (5.49)

= 〈ψ̃|Â|ψ̃〉+
∑

R

(
〈ψ1

R|Â|ψ1
R〉 − 〈ψ̃1

R|Â|ψ̃1
R〉
)

︸ ︷︷ ︸
parte1

(5.50)

+
∑

R

(
〈ψ1

R − ψ̃1
R|Â|ψ̃ − ψ̃1

R〉+ 〈ψ̃ − ψ̃1
R|Â|ψ1

R − ψ̃1
R〉
)

︸ ︷︷ ︸
parte2

(5.51)

+
∑

R 6=R′
〈ψ1

R − ψ̃1
R|Â|ψ1

R′
− ψ̃1

R′
〉

︸ ︷︷ ︸
parte3

(5.52)

Sola la primera parte de la ecuación 5.49 es evaluada expĺıcitamente, mientras que la
segunda y la tercera parte son despreciadas, debido a que desaparecen para operadores
locales y para expansiones de onda parciales convergidas, esto es: La función ψ1

R − ψ̃1
R

desaparece por construcción más allá de la región de aumentación, debido a que las ondas
parciales más allá de esta región son idénticas. La función ψ̃ − ψ̃1

R desaparece al interior
de su región de aumentación, si la expansión de ondas parciales es convergida. No hay
regiones en el espacio donde ψ1

R− ψ̃1
R y ψ̃− ψ̃1

R sean simultáneamente diferentes de cero.
Similarmente ψ1

R− ψ̃1
R en diferentes sitios nunca son simultáneamente diferentes de cero

en la misma región del espacio. Por tanto el segundo y el tercer término de la ecuación
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son cero para operadores como el operador enerǵıa cinética y el operador de proyección
en el espacio real |r〉〈r|, los cuales son los encargados de producir la densidad electrónica.

Para operadores no locales la parte 2 y 3 de la ecuación 5.49 deben ser consideradas
de forma expĺıcita. La ecuación 5.47 se puede escribir teniendo en cuenta 5.49 como

〈A〉 =
∑

n

fn

(
〈ψ̃n|Â|ψ̃n〉+ 〈ψ1

n|Â|ψ1
n〉 − 〈ψ̃1

n|Â|ψ̃1
n〉
)

+
Nc∑

n=1

〈φcn|Â|φcn〉 (5.53)

=
∑

n

fn〈ψ̃n|Â|ψ̃n〉+
Nc∑

n=1

〈φ̃cn|Â|φ̃cn〉 (5.54)

+
∑

R


∑

i,j∈R
Di,j〈φj|Â|φi〉+

Nc,R∑

n∈R
〈φcn|Â|φcn〉


 (5.55)

−
∑

R


∑

i,j∈R
Di,j〈φ̃j|Â|φ̃i〉+

Nc,R∑

n∈R
〈φ̃cn|Â|φ̃cn〉


 (5.56)

Con D la matriz densidad de un centro definida como:

Di,j =
∑

n

fn〈ψ̃n|p̃j〉〈p̃i|ψ̃n〉 = 〈p̃i|ψ̃n〉fn〈ψ̃n|p̃j〉. (5.57)

Los estados auxiliares de la coraza |̃φc〉 nos permite ajustar las funciones de onda de
la coraza con la parte de ondas planas, asegurando que la contribución de las ondas
parciales se cancelan exactamente más allá de rc. estos son idénticos a los estados de la
coraza pero son suaves en la parte del ajuste, por tanto no se requiere que las funciones
de onda sean normalizadas. La densidad de electrones se puede escribir como:

n(r) = ñ(r) +
∑

R

(
n1
R(r)− ñ1

R(r)
)

(5.58)

ñ(r) =
∑

n

fnψ̃
∗
n(r)ψ̃n(r) + ñc(r) (5.59)

n1
R(r) =

∑

i,j∈R
Di,jφ

∗
j(r)φi(r) + nc,R(r) (5.60)

ñ1
R(r) =

∑

i,j∈R
Di,jφ̃

∗
j(r)φ̃i(r) + ñc,R(r). (5.61)

nc,R es la densidad de la coraza del átomo correspondiente y ñc,R es la densidad auxiliar
de la coraza, la cual es idéntica a nc,R fuera de la región atómica y suave al interior.
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Para el operador potencial electrostático existe una singularidad en el origen, por
tanto los elementos matriciales de este operador en la base de funciones de onda auxiliares
convergen muy lentamente cerca del origen. Este problema puede ser resuelto adicionando
un cero inteligentemente, eligiendo un operador ˜̄v al interior de la región atómica y usando
la identidad entre la función de onda auxiliar y su propia expansión en ondas parciales

0 = 〈ψ̃n|˜̄v|ψ̃n〉 − 〈ψ̃1
n|˜̄v|ψ̃1

n〉, (5.62)

es posible tomar el operador ˜̄v de tal manera que cancele el problema del operador
electrostático, adicionando ˜̄v a la parte de ondas planas y los elementos matriciales con
expansión en un centro, la convergencia de las ondas planas puede ser alcanzada sin
afectar el resultado.

Finalmente la enerǵıa total puede ser dividida en tres partes

E
[
{|ψ̃n〉}, {RR}

]
= Ẽ +

∑

R

(
E1
R − Ẽ1

R

)
, (5.63)

la parte de ondas planas de Ẽ contiene solo funciones suaves y es evaluada en una malla
espaciada igualmente en el espacio real y el rećıproco. Esta es la parte que más tiempo
lleva computacionalmente y es similar a la expresión de la enerǵıa en el método de
seudopotencial

Ẽ =
∑

n

〈ψ̃n|
p̂

2
|ψ̃n〉+

1

2

∫
dr

∫
dr
′

(
ñ(r) + Z̃(r)

)(
ñ(r

′
) + Z̃(r

′
)
)

|r− r′| (5.64)

+

∫
drv̄(r)ñ(r) + Exc[ñ]. (5.65)

Z̃(r) es el momento angular que depende de la densidad de la coraza, como fue descrita
anteriormente. El resto de términos pueden ser evaluados en una malla radial en una
expansión de armónicos esféricos y la estructura nodal de las funciones de onda es descrita
propiamente en una red radial logaŕıtmica la cual se puede hacer muy fina cerca al núcleo,

E1
R =

∑

i,j∈R
Di,j〈φj|

p̂

2
|φi〉+

Nc,R∑

n∈R
〈φcn|

p̂

2
|φcn〉 (5.66)

+
1

2

∫
dr

∫
dr
′ (n1(r) + Z(r))

(
n1(r

′
) + Z(r

′
)
)

|r− r′ | + Exc[n
1] (5.67)
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Ẽ1
R =

∑

i,j∈R
Di,j〈φ̃j|

p̂

2
|φ̃i〉+

Nc,R∑

n∈R
〈φ̃cn|

p̂

2
|φ̃cn〉 (5.68)

+
1

2

∫
dr

∫
dr
′

(
ñ1(r) + Z̃(r)

)(
ñ1(r

′
) + Z̃(r

′
)
)

|r− r′ | + Exc[ñ
1] (5.69)

+

∫
drv̄(r)ñ1(r). (5.70)

Algunas de las ventajass de PAW con respeto al método de seudopotencial son:

El seudopotencial es construido a partir del átomo aislado y esto no garantiza que
sea exacto para la molécula, en cambio para el método de PAW no depende del
sistema de referencia, debido a que este utiliza todo el potencial y la densidad del
sistema.

La construcción del seudopotencial requiere determinar un número de parámetros,
cuya escogencia es cŕıtica para el resultado, en PAW también se deben tomar una
serie de parámetros, pero su escogencia no influye en la convergencia del resultado.
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6

Propiedades Estructurales y
Dinámicas del Vidrio Metálico
Cu46Zr54

Existen varios experimentos para caracterizar la aleación binaria Cu1−xZrx, tales
como: la medición de los primeros vecinos de diferentes concentraciones mediante rayos
X y EXAFS [126],[127],[128]; la evolución estructural del sistema mediante microscoṕıa
electrónica por transmisión [129], que sugiere que la plasticidad observada en Cu46Zr54 es
producida por la cristalización parcial del material; y por medio de la dispersón inelástica
de neutrones, Suck et al. [130] calculó el factor de estructura dinámica y la distiribución
de frecuencias a temperatura ambiente.

Debido a que las aleaciones binarias son más sencillas de modelar, esto hace que el
sistema Cu-Zr sea un sistema atractivo de estudiar teóricamente. Simulaciones de dinámi-
ca molecular usando el potencial de átomo embebido han identificado en este sistema
el orden icosaedral usando los ı́ndices de Voronoy [131, 132, 133], lo cual como pudimos
ver en el caṕıtulo 1, da un muy buen entendimiento de las propiedades estructurales y
mecánicas de los vidrios metálicos. Simulaciones usando un potencial de átomo embebido
introduciendo más sofisticación en su construcción, donde los datos de difracción para la
fase amorfa de Cu64,5Zr35,5 son usados para el ajuste de dicho potencial [134], muestran
que la función de distribución de pares se encuentran en acuerdo con las anteriores pro-
puestas de potenciales de átomo embebido, pero difieren en los coeficientes de difusión
y en el módulo volumétrico (bulk modulus).

Finalmente en simulaciones de dinámica molecular ab-initio se encuentra un orden
icosaedral en el sistema amorfo como en el caso de la simulación clásica [135, 136]. En
estos trabajos también se calculan la función correlación de pares del sistema Cu-Zr, los
cuales están acordes a lo datos experimentales.

Aunque este material es de suma importancia para entender las propiedades mecáni-
cas y estructurales en los vidrios metálicos, existen pocos estudios de la estructura y la
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dinámica de este material. El objetivo de este caṕıtulo será estudiar las propiedades es-
tructurales y dinámicas del sistema Cu46Zr54 en los estados cristalinos, ĺıquido y amorfo
a nivel atómico. Para hacer esto usaremos una simulación en dinámica molecular clásica
con un potencial emṕırico, también usaremos el análisis de vecinos comunes para exami-
nar metódicamente y en detalle la estructura del estado amorfo con el fin de identificar el
orden local del sistema. Esta sección se encuentra organizada con una breve descripción
del método computacional, una sección de los resultados obtenidos para los diferentes
estados del sistema y un análisis de las diferentes propiedades estructurales y dinámicas
obtenidas a partir de la simulación.

6.1. Procedimiento Computacional

Para esta simulación hemos tomado el potencial de muchos cuerpos de Rosato et
al.[80], el cual describimos en el caṕıtulo 3, sección 3.1.3. La simulación se realizó en
un ensamble microcanónico. Se usó como volumen de partida la estructura cristalina
Cu46Zr54 con un valor de 37.8 nm3 [81] manteniendo la presión ≈ 0 GPa. La simulación
se realizó siguiendo los siguientes tres pasos:

Figura 6.1: Estructura B2 para la estructura cristalina CuZr, la esfera verde denota el
átomo de Cu y las esferas azules el Zr.

1. Con el fin de obtener las fases cristalina, ĺıquida y amorfa, tomamos como sistema
inicial, la estructura cristalina B2 (grupo espacial Pm-3m) con parámetro de red
a =3.256 Å, y las posiciones del Cu y Zr situados en el origen y (1/2, 1/2, 1/2)
repectivamente, como se muestra en la figura 6.1. A partir de esta estructura cris-
talina construimos una supercelda de 2000 átomos y a partir de esta reemplazamos
80 átomos de Cu por Zr de forma aleatoria, obteniendo la aleación Cu46Zr54 y fi-
nalmente ajustamos el volumen de la celda a la densidad de 5.79 gr/cm3, como se
muestra en la figura 6.2.
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Figura 6.2: Configuración inicial de partida para la simulación de Cu46Zr54, la celda de
simulación consta de 2000 átomos.

2. Se calentó el material desde una temperatura inicial de 300 K hasta 3000 K, rea-
lizando dos controles de temperatura, los cuales se realizaron escalando la tem-
peratura durante 5000 ∆t (∆t = 10−15 s) y relajando el sistema durante 15000
∆t.

Para el primer control de temperatura, cambiamos la temperatura a una razón
de 0.34 K/∆t

Luego la última configuración obtenida a 2000 K es calentada a una razón de
0.2 K/∆t, obteniendo de esta forma la temperatura de 3000 K.

3. Finalmente enfŕıamos el sistema desde 3000 K hasta una temperatura de 300 K a
una razón de 0.05 K/∆t.

El proceso de cocido antes descrito, lo podemos observar en las figuras 6.4 y 6.3, las
cuales tienen algunos de los controles realizados en el sistema. Se observa en el control
de temperatura una variación de la temperatura debido a que no es posible fijar comple-
tamente la temperatura en este tipo de ensamble. Para la temperatura cristalina vemos
una variación de la temperatura de ±5K, luego al aumentar la temperatura a 2000 K y
3000 k, la variación de la temperatura es de ≈ ±100 K, ya que el sistema tiene una mayor
variación en la enerǵıa cinética de las part́ıculas y finalmente al disminuir la temperatura
hasta 300 K, obtenemos nuevamente un sistema sólido con disminución en la variación de
la enerǵıa cinética, representada en la variación de ±10 K en la temperatura del sistema
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Figura 6.3: Gráficas de temperatura del proceso de recocido para la fase Cu46Zr54, donde
se aprecia que la temperatura sufre mayores variaciones en la fase ĺıquida que en la fase
sólida.

final. Con respecto a la variación de la presión es claro de la figura 6.4 que la varación
de la presión nunca fue mayor de 0.5 GPa y su variación fue de de ± 0.02 GPa, esto
gracias a los diferentes ajustes del volumen del sistema que se deben hacer para mantener
una presión menor a 1 GPa, que es la presión máxima que puede soportar este sistema
en sus estados ĺıquidos y sólidos sin que exista un cambio de fase debido a la presión.
Finalmente se obtuvo una estructura amorfa a la temperatura de 300 K, como se puede
apreciar en la figura 6.5, se nota una clara diferencia entre la celda cristalina a 300 K y
la celda después del recocido a 300 K, debido a que en el proceso de cocido, el sistema
fue a una configuración desordenada como es el estado ĺıquido y y luego la temperatura
fue súbitamente disminuida, de manera que el sistema no alcanzó su cristalización y la
estructura quedo desordena (fase amorfa) como se observa en la figura 6.5.

La simulación molecular se realizó con el código DLPOLY [137] y todas la gráficas
fueron elaboradas con el código de las palmeras molecular dynamics [84]. En las siguientes
secciones describiremos los resultados de estas simulaciones.
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6.2. Cristal

La simulación comenzó con la estructura desordenada Cu46Zr54 obtenida a partir
de la fase B2 de Cu50Zr50 (como se describió en el procedimiento computacional). La
figura 6.6 (a)-(c) presenta la función de correlación de pares, para una temperatura de
aproximadamente 300 K. Se observan t́ıpicos picos de la estructura B2 en 3.18 Å para
Zr-Zr, 2.76 Å para Cu-Zr y 3.22 Å para Cu-Cu. También observamos para la función
correlación de pares que las posiciones de los primeros vecinos se encuentran ocupados
por átomos de diferentes especies y las posiciones de los segundos vecinos se encuentran
ocupados por átomos de la misma especie.

El cálculo de la distribución angular se muestra en la figura 6.6(d)-(i). Para el cálculo
de la distribución angular tomamos como distancias de corte 3.7 Å, 3.5 Å y 3.92 Å para
Zr-Zr, Cu-Zr y Cu-Cu, respectivamente. Esta distancia de corte se toma a partir del
punto donde aproximadamente termina el primer pico de la función de correlación de
pares. Los ángulos que forman los enlaces Cu-Zr-Cu y Zr-Cu-Zr tienen dos picos iguales
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Figura 6.5: Configuración final del sistema Cu46Zr54.

en 70◦ y 110◦. También observamos picos caracteŕısticos de la fase B2 en la distribución
angular del Cu-Cu-Cu y Zr-Zr-Zr en 90◦ y 175◦. Finalmente para la distribución angular
de Cu-Cu-Zr y Cu-Zr-Zr se observan picos de 54◦ and 125◦.

En el análisis del número de coordinación, tomamos en todos los casos un radio de
corte de 4.0 Å, el cual es extráıdo del primer mı́nimo de la función correlación g(r). En
la figura 6.6(a)-(d) se muestra que el Cu tiene cinco vecinos con el Cu y ocho vecinos
con el Zr. En el caso del Zr, se obtiene siete vecinos con el Zr y siete vecinos con el Cu.
Finalmente en la figura 6.8 se muestra el cálculo de la densidad de estados vibracionales
Dα(ω) (α=Cu, Zr). Los mayores picos de la D(ω) se da a las frecuencias de 12 THz y 14
THz para el Cu y Zr, respectivamente. Estos picos se encuentran acorde a los reportados
experimentalmente por Fujiwara et al. [128] para el sistema Cu50Zr50.

6.3. Ĺıquido

Alrededor de los 2000 K los picos de la función de distribución de pares de Cu46Zr54
se ensanchan. En la Figura 6.9 (a)-(c) se muestra la estructura de la fase ĺıquida del
sistema. Por ejemplo la g(r)Cu−Cu muestra un pico para su primer vecino a una distancia
de 2.6 Å, que es muy cercana al valor del Cu ĺıquido [138]. Observamos que los átomos de
la misma especie Cu-Cu y Zr-Zr, sufren un desplazamiento a la izquierda con respecto
al g(r) de su fase cristalina. Además se nota una preferencia de los átomos de Cu a
estar más cerca entre ellos. La distribución angular en el estado ĺıquido se muestra en la
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distribution. In this case, a list of nearest-neighbor atoms of type b
around an a atom is constructed. This requires a distance cut-off
for the a!b separation which is taken to be the position of the
first minimum in gabðrÞ. From this nearest-neighbor list, for each
a atom, the b!a!b angle is calculated for all bonds and a
histogram is then constructed from an average over all angles
involving all a atoms. Next, let us consider an a!a!b bond-angle
distribution. In this case, two nearest-neighbor distance lists
involving atoms a and b around each a atom are constructed. The
distances cut-off are the first minimal in gaaðrÞ and gabðrÞ. Then a
histogram is constructed from all a!a!b angles. All the other
cases are constructed in a similar way.

2.2.4. The common neighbor analysis
The common neighbor analysis (CNA) is a method for

analyzing structures by a decomposition of the pair-correlation
function (PDF) according to the local environment of the bonded
pairs [24]. The first PDF peak, for example, is composed of bonded
nearest-neighbor pairs with different environments. Here, the
bonded nearest neighbors are those within the radius range from
zero to a distance cut-off rc, where rc is taken as the position of the
first minimum of the total PDF. Each such pair of atoms is
systematically classified according to its surroundings in the
following way: a set of three indices jkl specifies the local
environment of the pair; the first index j is the number of
neighbors common to both atoms, the second index k is the
number of bonds between the common neighbors, the third
index l is the number of bonds in the longest continuous chain
formed by the k bonds formed between common neighbors. After
each pair has been assigned to one of the various jkl types, a PDF
for each type of pairs can then be obtained and the total PDF is the
summation of these pair PDFs.

2.2.5. Diffusion coefficient
The coefficients of self-diffusion were calculated from

mean-square displacements. This coefficient gives us a way to

quantify the transport of molecules from a region of higher
concentration to one of lower concentration by random molecular
motion [29]

Da ¼ lim
t-1

/r2Sa
6t

, ð7Þ

where

/r2Sa ¼
1

Na

X

jðaÞ
½rjðtþsÞ!rjðsÞ'2

* +
, ð8Þ

/S means an average over configurations.

2.2.6. Vibrational density of states
The dynamical properties are studied by means of the

vibrational density of states DðoÞ. We obtain DðoÞ, first calculat-
ing the velocity autocorrelation functions for species aðbÞ,

ZaðbÞðtÞ ¼
XN

i ¼ 1

mia~viað0Þ ( ~via ðtÞ

* +

, ð9Þ

where mia is the mass of the atom i and specie aðbÞ and ~viaðbÞ is its
velocity. By performing a Fourier transform,

DaðbÞðoÞ ¼
1ffiffiffiffiffiffi
2p
p

Z
ZaðbÞðtÞ
ZaðbÞð0Þ

e!iot dt, ð10Þ

the partial DaðbÞðoÞ is obtained. From this, we obtain the total
density of states DaðbÞðoÞ ¼

P
acaDaðoÞ and the total neutron

section-weighted one phonon density of states

DaðbÞðoÞ ¼
X

a

ca4pb2
a

ma
DaðoÞ: ð11Þ

3. Results

In this section we present the results of our MD simulation for
the crystalline, liquid and amorphous states. For each of them,
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Fig. 1. (a)–(c) Calculated pair-correlation function for Cu46Zr54 crystalline phase: the main peaks are located at (a) 3.18 Å for Zr–Zr, (b) 2.76 Å for Cu–Zr and (c) 3.22 Å for
Cu–Cu. (d)–(i) Calculated angular distribution for the crystalline phase: the main peaks are located at (d) 701 and 1101 for Cu–Zr–Cu and (e) Zr–Cu–Zr, (f) 901 and 1751 for
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Figura 6.6: (a)-(c) función de correlación de pares para la fase cristalina de Cu46Zr54: los
primeros picos se encuentran localizados (a) 3.18 Å para Zr-Zr, (b) 2.76 Å para Cu-Zr
y (c) 3.22 Å for Cu-Cu. (d)-(i) Distribución angular calculada para la fase cristalina:
los picos principales se encuentran localizados en (d) 70◦ y 110◦ para Cu-Zr-Cu y (e)
Zr-Cu-Zr, (f) 90◦ y 175◦ para Cu-Cu-Cu y (g) Zr-Zr-Zr. Finalmente, (h) 54◦ y 125◦ para
Cu-Cu-Zr y (i) Cu-Zr-Zr .

figura 6.9(d)-(i), esta fue calculada usando un radio de corte de de 4.7 Å, 4.0 Å y 3.7 Å
para Zr-Zr, Cu-Zr y Cu-Cu, respectivamente. Esta distancia de corte se toma a partir
del punto donde aproximadamente termina el primer pico de la función de correlación
de pares. Los picos principales están localizados en 58◦ y 114◦ para Cu-Zr-Cu, 70◦ y
110◦ para Zr-Cu-Zr, 58◦ y 110◦ para Cu-Cu-Cu y Zr-Zr-Zr, y finalmente 55◦ y 110◦ para
Cu-Cu-Zr y Cu-Zr-Zr. Si comparamos la fase ĺıquida con la cristalina, observamos que el
primero y segundo pico en la fase ĺıquida para Cu-Zr-Cu y Zr-Cu-Zr no son los mismos
que en la fase cristalina, estos se encuentran desplazados por 12◦ y 4◦, respectivamente.
También se encontró un desplazamiento hacia la derecha de los primeros picos de Cu-
Cu-Cu y Zr-Zr-Zr con respecto a la fase cristalina de 32◦. En el caso de Cu-Cu-Zr, se da
un desplazamiento hacia la derecha del primer pico de 1◦ y un desplazamiento hacia la
izquierda de 15◦ para el segundo pico. Finalmente para el Cu-Zr-Zr observamos que el
primer pico está localizado aproximadamente en el mismo ángulo que la fase cristalina.
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we have studied its structural properties inferred by means of the
pair-correlation function, coordination number, angular distribu-
tion, common neighbor analysis, diffusion coefficient, and vibra-
tional density states.

3.1. Crystal

We performed the simulation for the disordered structure of
Cu46Zr54 obtained from B2-Cu50Zr50 (see above in Computational
Procedure). Figs. 1(a)–(c) present the calculated pair-correlation
function for a temperature of around 300 K. It shows the typical
peaks of a B2 structure at 3.18 Å for Zr–Zr, 2.76 Å for Cu–Zr
and 3.22 Å for Cu–Cu. Also, we can observe from the partial
pair-correlation function that the first-nearest neighbor positions
are occupied by atoms of different species and the second
nearest-neighbor positions are occupied by atoms of the same
specie.

The calculated angle distribution is shown in Figs. 1(d)–(i). We
have calculated it using the cut-off distance values of 3.7, 3.5 and
3.92 Å for Zr–Zr, Cu–Zr and Cu–Cu, respectively. The angles that
form Cu–Zr–Cu and Zr–Cu–Zr bonds have two equal peaks at 701
and 1101. Also, we can see the characteristic peaks of the Cu–Cu–Cu
and Zr–Zr–Zr angles have the same maximum of 901 and 1751,
which are close to the B2 structure. Finally, the Cu–Cu–Zr and
Cu–Zr–Zr bond angles have peaks at 541 and 1251.

In the analysis of the coordination number, we take in all
the cases a cut-off radius of 4.0 Å, which is extracted from the
first minimum of the pair-correlation function g(r). Figs. 2(a)–(d)
show that Cu have five Cu neighbors and eight Zr neighbors.

In the case of Zr, we have seven Zr neighbors and seven
Cu neighbors. Finally, Fig. 3 shows the calculated vibrational
density of states DaðoÞ (a¼ Cu, Zr). We can see the highest peaks
for DðoÞ at 12 and 14 THz for Cu and Zr, respectively. These peaks
agree well with the ones calculated in Ref. [30] for the
Cu50Zr50 glass.

3.2. Liquid

Around 2000 K the emergence of broad peaks in the partial-
distribution function of the Cu46Zr54 alloy (Figs. 4(a)–(c)) shows
that the structure has melted and it is in liquid state. For instance,
g(r)Cu–Cu indicates a peak at the first-nearest neighbor distance of
2.6 Å, which is close to the value of pure liquid Cu and its
amorphous state as well. We can observe that the peaks of the
atoms of the same species, i.e. Cu–Cu and Zr–Zr, undergo a shift to
the right in comparison to the peaks in g(r) for the crystalline
phase. Furthermore, we can note a preference of Cu atoms to be
closer between them.

Regarding the angular distribution in the liquid state
(Figs. 4(d)–(i)), we have calculated it using cut-off distance
values of 4.7, 4.0 and 3.7 Å for Zr–Zr, Cu–Zr and Cu–Cu,
respectively. The main peaks are located at 581 and 1141 for
Cu–Zr–Cu bond angle, 701 and 1101 for Zr–Cu–Zr, 581 and 1101 for
Cu–Cu–Cu and Zr–Zr–Zr, and finally 551 and 1101 for Cu–Cu–Zr
and Cu–Zr–Zr bond angles. If we compare the liquid phase to the
crystalline phase, we can observe that the first and second peaks
in the liquid phase for Cu–Zr–Cu and Zr–Cu–Zr bond angles do not
match to the crystalline phase, and they are displaced by 121 and
41, respectively. Also, there is a shift to the right in the first peak of
the Cu–Cu–Cu and Zr–Zr–Zr bond angles with respect to the
crystalline state by 321. In the case of the Cu–Cu–Zr bond angle,
there is a shift to the right in the first peak of 11 and a shift to the
left of 151 for the second peak in comparison to the crystal phase.
Finally, for the Cu–Zr–Zr bond angle we can observe that the first
peak is located approximately at the same value of the
crystalline phase.

The calculated coordination number is shown in Figs. 5(a)–(d).
We can observe for all a loss of localization of the neighbors, thus
we can certainly conclude that the system is in its liquid phase.

In Fig. 6, we present the calculated diffusion coefficient for
Cu and Zr, whose values are 0.061 and 0.051 Å2 fs$1, respectively.
We note that Cu has a greater diffusion coefficient than Zr, i.e., Cu
atoms in the liquid have a greater mobility than Zr atoms. This
fact could explain why the first-neighbors peak in the pair-
correlation function for Cu–Cu in the crystalline phase is displaced
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Figura 6.7: Cálculo del número de coordinación (CN) para Cu46Zr54 en su fase cristalina.
(a) Zr-Zr (CN = 7), (b) Zr-Cu (CN = 7), (c) Cu-Zr (CN=8), y (d) Cu-Cu (CN=5).

El número de coordinación se muestra en la figura 6.10(a)-(d). Observamos una falta
de localización de los vecinos, por tanto se puede concluir que el sistema se encuentra en
su estado ĺıquido.

En la figura 6.11, presentamos el cálculo del coeficiente de difusión para Cu y Zr, cuyos
valores son 0.061 y 0.051 Å2/fs, respectivamente. Se observa que el Cu tiene un mayor
coeficiente de difusión que el Zr, lo que significa que los átomos de Cu tienen mayor
movilidad que los átomos de Zr. Esta diferencia de coeficientes de difusión puede ser
explicada a partir de la función de distribución de pares del Cu-Cu en su fase cristalina,
ya que este par es desplazado hacia la izquierda con respecto a los pares de Cu-Zr y
Zr-Zr en el estado ĺıquido.
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we have studied its structural properties inferred by means of the
pair-correlation function, coordination number, angular distribu-
tion, common neighbor analysis, diffusion coefficient, and vibra-
tional density states.

3.1. Crystal

We performed the simulation for the disordered structure of
Cu46Zr54 obtained from B2-Cu50Zr50 (see above in Computational
Procedure). Figs. 1(a)–(c) present the calculated pair-correlation
function for a temperature of around 300 K. It shows the typical
peaks of a B2 structure at 3.18 Å for Zr–Zr, 2.76 Å for Cu–Zr
and 3.22 Å for Cu–Cu. Also, we can observe from the partial
pair-correlation function that the first-nearest neighbor positions
are occupied by atoms of different species and the second
nearest-neighbor positions are occupied by atoms of the same
specie.

The calculated angle distribution is shown in Figs. 1(d)–(i). We
have calculated it using the cut-off distance values of 3.7, 3.5 and
3.92 Å for Zr–Zr, Cu–Zr and Cu–Cu, respectively. The angles that
form Cu–Zr–Cu and Zr–Cu–Zr bonds have two equal peaks at 701
and 1101. Also, we can see the characteristic peaks of the Cu–Cu–Cu
and Zr–Zr–Zr angles have the same maximum of 901 and 1751,
which are close to the B2 structure. Finally, the Cu–Cu–Zr and
Cu–Zr–Zr bond angles have peaks at 541 and 1251.

In the analysis of the coordination number, we take in all
the cases a cut-off radius of 4.0 Å, which is extracted from the
first minimum of the pair-correlation function g(r). Figs. 2(a)–(d)
show that Cu have five Cu neighbors and eight Zr neighbors.

In the case of Zr, we have seven Zr neighbors and seven
Cu neighbors. Finally, Fig. 3 shows the calculated vibrational
density of states DaðoÞ (a¼ Cu, Zr). We can see the highest peaks
for DðoÞ at 12 and 14 THz for Cu and Zr, respectively. These peaks
agree well with the ones calculated in Ref. [30] for the
Cu50Zr50 glass.

3.2. Liquid

Around 2000 K the emergence of broad peaks in the partial-
distribution function of the Cu46Zr54 alloy (Figs. 4(a)–(c)) shows
that the structure has melted and it is in liquid state. For instance,
g(r)Cu–Cu indicates a peak at the first-nearest neighbor distance of
2.6 Å, which is close to the value of pure liquid Cu and its
amorphous state as well. We can observe that the peaks of the
atoms of the same species, i.e. Cu–Cu and Zr–Zr, undergo a shift to
the right in comparison to the peaks in g(r) for the crystalline
phase. Furthermore, we can note a preference of Cu atoms to be
closer between them.

Regarding the angular distribution in the liquid state
(Figs. 4(d)–(i)), we have calculated it using cut-off distance
values of 4.7, 4.0 and 3.7 Å for Zr–Zr, Cu–Zr and Cu–Cu,
respectively. The main peaks are located at 581 and 1141 for
Cu–Zr–Cu bond angle, 701 and 1101 for Zr–Cu–Zr, 581 and 1101 for
Cu–Cu–Cu and Zr–Zr–Zr, and finally 551 and 1101 for Cu–Cu–Zr
and Cu–Zr–Zr bond angles. If we compare the liquid phase to the
crystalline phase, we can observe that the first and second peaks
in the liquid phase for Cu–Zr–Cu and Zr–Cu–Zr bond angles do not
match to the crystalline phase, and they are displaced by 121 and
41, respectively. Also, there is a shift to the right in the first peak of
the Cu–Cu–Cu and Zr–Zr–Zr bond angles with respect to the
crystalline state by 321. In the case of the Cu–Cu–Zr bond angle,
there is a shift to the right in the first peak of 11 and a shift to the
left of 151 for the second peak in comparison to the crystal phase.
Finally, for the Cu–Zr–Zr bond angle we can observe that the first
peak is located approximately at the same value of the
crystalline phase.

The calculated coordination number is shown in Figs. 5(a)–(d).
We can observe for all a loss of localization of the neighbors, thus
we can certainly conclude that the system is in its liquid phase.

In Fig. 6, we present the calculated diffusion coefficient for
Cu and Zr, whose values are 0.061 and 0.051 Å2 fs$1, respectively.
We note that Cu has a greater diffusion coefficient than Zr, i.e., Cu
atoms in the liquid have a greater mobility than Zr atoms. This
fact could explain why the first-neighbors peak in the pair-
correlation function for Cu–Cu in the crystalline phase is displaced
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Figura 6.8: Cálculo de la densidad de estados vibracionales para Cu46Zr54 en su fase
cristalina. Las ĺıneas sólidas representan la densidad parcial de los estados vibracionales
para el Cu y las ĺıneas discontinuas la densidad parcial de los estados vibracionales del
Zr.

6.4. Amorfo

Las figuras 6.12(a)-(c) muestra el cálculo de la función correlación de pares para
el estado amorfo de Cu46Zr54 a una temperatura de 300 K. Podemos observar las ca-
racteŕıstica del orden de corto alcance, donde los picos se ensanchan mas que la fase
cristalina. Los segundos, terceros y demás picos en g(r)Zr−Zr, g(r)Cu−Zr y g(r)Cu−Cu se
esparcieron casi totalmente, mostrando la formación de la fase amorfa. Por otra parte,
el primer pico de Cu-Zr se encuentra en 2.7 Å el cual es muy agudo comparado con los
pares de Cu-Cu y Zr-Zr en 2.6 Å y 3.1 Å, respectivamente. Esto sugiere una interacción
preferencial entre los átomos de Cu y Zr para este sistema.

Las caracteŕısticas de la estructura local para este vidrio metálico son comparadas
en la tabla 6.1,

donde se reportan datos experimentales obtenidos por rayos X y EXAFS a tempe-
ratura ambiente [131, 127]. De la tabla 6.1 el primer pico de la función de distribución
de pares presentan unas pequeñas diferencias como: el par calculado de Cu-Cu difiere en
2,7 % de la medida hecha por los rayos X para Cu50Zr50 y 2,3 % con respecto al primer
pico medido por EXAFS a la misma concentración. Para los otros pares tenemos que el
Cu-Zr difiere en 0,4 % y 0,7 %, y Zr-Zr difiere en 1,6 % and 1,3 % para las medidas de
rayos X y EXAFS respectivamente. Igualmente comparamos nuestros resultados con los
reportados por Mendelev et al. [134] para el Cu64,5Zr35,5 y Duan et al. [81] para Cu46Zr54,
donde se observa que el primer pico de la función de distribución de pares se encuentran
acordes a nuestros resultados.

La función de distribución angular se muestra en las figuras 6.12(d)-(i). Se observa
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towards the left with respect to Cu–Zr and Zr–Zr, when we
compare them to its liquid phase and amorphous phase (see next
subsection).

3.3. Amorphous

Figs. 7(a)–(c) show the calculated pair-correlation function for
the amorphous state of Cu46Zr54 at a temperature around 300 K.
We can see the features of short-range order, where the peaks
broad wider than the ones in the crystalline phase. The second,
third and further peaks of g(r)Zr–Zr, g(r)Cu–Zr and g(r)Cu–Cu are
spread almost entirely, showing the formation of an amorphous
phase. On the other hand, the first peak of Cu–Zr pairs at 2.7 Å is
relatively sharp compared to those of Cu–Cu and Zr–Zr pairs at 2.6
and 3.1 Å, respectively. This suggests a preferred interaction of
Cu–Zr atoms in this alloy. The calculated features of the local
structure of this metallic glass are compared in Table 2 to
experimental values obtained by X-ray diffraction (XRD) and
extended X-ray absorption fine structure (EXAFS) techniques
[14,15] at room temperature. We can see that the first peak
position of the partial pair-correlation presents a small difference:
the calculated Cu–Cu pair differs in 2.7% to the XRD measurement
for Cu50Zr50 and 2.3% to the measured first peak with EXAFS at the
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Figura 6.9: (a)-(c) Cálculo de la función correlación de pares para el Cu46Zr54 en su fase
ĺıquida: dos picos principales están ubicados en (a) 3.1 Å y 5.5 Å para Zr-Zr, (b) 2.7 Å y
5.2 Å para Cu-Zr, finalmente (c) 2.6 Å y 5 Å para Cu-Cu. (d)-(i) Cálculo de distribución
angular para la fase ĺıquida: los picos principales están localizados en (d) 58◦ y 114◦ para
Cu-Zr-Cu, (e) 70o y 110◦ para Zr-Cu-Zr, (f) 58◦ y 110◦ para Cu-Cu-Cu y (g) Zr-Zr-Zr.
Finalmente, (h) 58◦ y 110◦ para Cu-Cu-Zr y (i) Cu-Zr-Zr.

que la distribución angular se ensancha más que la fase cristalina, además se puede ob-
servar que los casos más pronunciados son: Cu-Cu-Cu y Zr-Zr-Zr. Nuestros resultados
son comparables con Medelev et al. [139] para el Cu64,5Zr35,5 y los resultados ab-initio
reportados por Wang et al. [135] para Cu50Zr50, donde la distribución angular calcula-
da para Cu-Zr-Cu, Zr-Cu-Zr, Cu-Cu-Cu y Zr-Zr-Zr se encuentra acorde con resultados
reportados por estos autores.

El número de coordinación para la estructura amorfa se muestra en las figuras
6.13(a)-(d), donde podemos observar picos para los pares Zr-Zr, Zr-Cu, Cu-Zr y Cu-Cu,
cuyo valores calculados son: 8.07, 6.57, 7.72 y 3.2, respectivamente. Nuestros resultados
son consistentes con los reportados por Duan et al. [81], como era de esperarse, debido
a que usamos el mismo potencial, pero difieren de los valores experimentales, como se
muestra en la tabla 6.2.

Continuando con el análisis de la estructura, observamos la presencia de orden de
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towards the left with respect to Cu–Zr and Zr–Zr, when we
compare them to its liquid phase and amorphous phase (see next
subsection).

3.3. Amorphous

Figs. 7(a)–(c) show the calculated pair-correlation function for
the amorphous state of Cu46Zr54 at a temperature around 300 K.
We can see the features of short-range order, where the peaks
broad wider than the ones in the crystalline phase. The second,
third and further peaks of g(r)Zr–Zr, g(r)Cu–Zr and g(r)Cu–Cu are
spread almost entirely, showing the formation of an amorphous
phase. On the other hand, the first peak of Cu–Zr pairs at 2.7 Å is
relatively sharp compared to those of Cu–Cu and Zr–Zr pairs at 2.6
and 3.1 Å, respectively. This suggests a preferred interaction of
Cu–Zr atoms in this alloy. The calculated features of the local
structure of this metallic glass are compared in Table 2 to
experimental values obtained by X-ray diffraction (XRD) and
extended X-ray absorption fine structure (EXAFS) techniques
[14,15] at room temperature. We can see that the first peak
position of the partial pair-correlation presents a small difference:
the calculated Cu–Cu pair differs in 2.7% to the XRD measurement
for Cu50Zr50 and 2.3% to the measured first peak with EXAFS at the
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Figura 6.10: (a)-(d) Cálculo del número de coordinación para Cu46Zr54 en su fase ĺıquida.
la falta de localización de los vecinos muestra que el sistema alcanzó su estado ĺıquido

corto alcance a través del análisis del número de coordinación (coordination number
analysis CNA), el cual consiste en descomponer el primer pico de la función de correlación
de pares de acuerdo al ambiente local de los primeros vecinos (con un radio de corte que
corresponde al primer pico de la función de correlación de pares). El cálculo del CNA se
muestra mediante un histograma en las figura 6.14(a) y (b), donde se tiene en cuenta solo
la fracción relativa que sobrepase aproximadamente al 5 %. Se puede observar un orden
parcial en la estructura amorfa, ya que se observan pares de Zr-Zr con ı́ndice 555, que es
caracteŕıstico de un orden icosaedral perfecto y 544 que representa un orden de icosaedros
distorsionados [86, 140]. Para el par Cu-Cu figura 6.14(a) se observan ı́ndices 433 y 555,
que son caracteŕısticos de icosaedros distorsionados y no distorsionados respectivamente.
Por tanto podemos concluir que la estructura local del Cu46Zr54 en su estado amorfo, se
encuentra principalmente construida por icosaedros.



114 6. Propiedades Estructurales y Dinámicas del Vidrio Metálico Cu46Zr54
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towards the left with respect to Cu–Zr and Zr–Zr, when we
compare them to its liquid phase and amorphous phase (see next
subsection).

3.3. Amorphous

Figs. 7(a)–(c) show the calculated pair-correlation function for
the amorphous state of Cu46Zr54 at a temperature around 300 K.
We can see the features of short-range order, where the peaks
broad wider than the ones in the crystalline phase. The second,
third and further peaks of g(r)Zr–Zr, g(r)Cu–Zr and g(r)Cu–Cu are
spread almost entirely, showing the formation of an amorphous
phase. On the other hand, the first peak of Cu–Zr pairs at 2.7 Å is
relatively sharp compared to those of Cu–Cu and Zr–Zr pairs at 2.6
and 3.1 Å, respectively. This suggests a preferred interaction of
Cu–Zr atoms in this alloy. The calculated features of the local
structure of this metallic glass are compared in Table 2 to
experimental values obtained by X-ray diffraction (XRD) and
extended X-ray absorption fine structure (EXAFS) techniques
[14,15] at room temperature. We can see that the first peak
position of the partial pair-correlation presents a small difference:
the calculated Cu–Cu pair differs in 2.7% to the XRD measurement
for Cu50Zr50 and 2.3% to the measured first peak with EXAFS at the
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Figura 6.11: Cálculo del coeficiente de difusión para Cu46Zr54 en su fase ĺıquida. El
coeficiente de difusión para el Cu (ĺınea sólida) es 0.061 Å2fs−1 y para el Zr (ĺıneas
discontinuas) es 0.051 Å2fs−1.

Tabla 6.1: Posición del primer pico de g(r) para la fase amorfa.

Cu46Zr54 R(Cu-Cu)[Å] R(Cu-Zr)[Å] R(Zr-Zr)[Å]
XRDa 2.53 2.75 3.15

EXAFSb 2.54 2.72 3.14
Amorfoc 2.60 2.74 3.1
Amorfod 2.67 2.78 3.22
Amorfoe 2.58 2.84 3.17

aEn este caso la composición es de Cu50Zr50, Ref.[131]
bRef.[127] Cu46Zr54
cEste trabajo
dRef.[81] Cu46Zr54
e En este caso la composición es de Cu64,5Zr35,5, Ref.[134]
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same concentration. For the other pairs, we have that Cu–Zr
differs in 0.4% and 0.7%, and Zr–Zr differs in 1.6% and 1.3% to the
XRD and EXAFS measurements, respectively. We also compared
our results with those reported by Mendelev et al. [21,31] for
Cu64.5Zr35.5 and Duan et al. [27] for Cu46Zr54 (Table 1), where it is
observed that the first peak positions of the partial pair-
correlation distribution are in good agreement to our results.

Next, the calculated angular distribution is shown in
Figs. 7(d)–(i). It is observed that the angle distribution becomes
more broader with respect to the crystalline phase, furthermore,
we can observe that the more pronounced cases are found for
Cu–Cu–Cu and Zr–Zr–Zr bond angles. Our results are comparable
to those calculated in Ref. [31] for Cu64.5Zr35.5 and the ab-initio
results from Ref. [23] for Cu50Zr50, where their calculated angular
distribution for Cu–Zr–Cu, Zr–Cu–Zr, Cu–Cu–Cu and Zr–Zr–Zr
bond angles show a good agreement with our results.

The calculated coordination number for the amorphous
structure is displayed in Figs. 8(a)–(d), where we can observe
just one peak in the Zr–Zr, Zr–Cu, Cu–Zr and Cu–Cu pairs; their
calculated values are 8.07, 6.57, 7.72 and 3.2, respectively. Our
results are consistent with those obtained in Ref. [27], as expected
because we have used the same potential, but they differ with

respect to the experimental values (Table 3). To continue with the
analysis of the structure of the amorphous state, we can seek
the presence of topological short-range order features given by
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Fig. 7. (a)–(c) Calculated pair-correlation function for Cu46Zr54 crystalline phase: two main peaks are located at (a) 3.10 and 5.15 Å for Zr–Zr, (b) 2.70 and 4.95 Å for Cu–Zr
and (c) 2.60 and 4.55 Å for Cu–Cu. (d)–(i) Calculated angular distribution for the crystalline phase: the main peaks are located at (d) 561 and 1021 for Cu–Zr–Cu, (e) 681 and
1201 Zr–Cu–Zr, (f) 561 and 1121 for Cu–Cu–Cu, (g) 571 and 1031 Zr–Zr–Zr, (h) 601 and 1201 for Cu–Cu–Zr and finally (i) 541 and 1061 Cu–Zr–Zr bond angles.

Table 2
Experimental and calculated first-peak position for amorphous Cu–Zr alloys.

Cu46Zr54 R(Cu–Cu) (Å) R(Cu–Zr) (Å) R(Zr–Zr) (Å)

XRDa 2.53 2.75 3.15
EXAFSb 2.54 2.72 3.14
Amorphousc 2.60 2.74 3.1
Amorphousd 2.67 2.78 3.22
Amorphouse 2.58 2.84 3.17

a In this case the composition is Cu50Zr50, Ref. [14].
b Ref. [15].
c This work.
d Ref. [27].
e In this case the composition is Cu64.5Zr35.5, Ref. [21].
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Fig. 8. (a)–(d) Calculated coordination number for Cu46Zr54 amorphous phase.
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Figura 6.12: (a)-(c) Cálculo de la función de correlación de pares para el Cu46Zr54 en
su fase amorfa: dos picos principales se encuentran localizados en (a) 3.10 Å y 5.15 Å
para Zr-Zr, (b) 2.70 Å y 4.95 Å para Cu-Zr y (c) 2.60 Å y 4.55 Å para Cu-Cu. (d)-(i)
Cálculo de la distribución angular para la fase amorfa: los picos principales se encuentran
localizados en (d) 56◦ y102◦ para Cu-Zr-Cu, (e) 68◦ y 120◦ Zr-Cu-Zr, (f) 56◦ y 112◦ para
Cu-Cu-Cu, (g) 57◦ y 103◦ Zr-Zr-Zr, (h) 60o y 120o para Cu-Cu-Zr y finalmente (i) 54◦ y
106o Cu-Zr-Zr.

Tabla 6.2: Primeros vecinos para la fase amorfa de Cu-Zr.

Cu46Zr54 N(Cu-Cu) N(Cu-Zr) N(Zr-Cu) N(Zr-Zr)
XRDa 5.8 5.6 5.0 5.0

EXAFSb 6.0 5.5 5.0 5.0
Amorphousc 3.2 7.72 6.57 8.07
Amorphous d 3.2 7.6 6.5 9.1

a En este caso la composición es de Cu50Zr50, Ref.[131]
bRef.[127] Cu46Zr54
cEste trabajo
dRef.[81] Cu46Zr54
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same concentration. For the other pairs, we have that Cu–Zr
differs in 0.4% and 0.7%, and Zr–Zr differs in 1.6% and 1.3% to the
XRD and EXAFS measurements, respectively. We also compared
our results with those reported by Mendelev et al. [21,31] for
Cu64.5Zr35.5 and Duan et al. [27] for Cu46Zr54 (Table 1), where it is
observed that the first peak positions of the partial pair-
correlation distribution are in good agreement to our results.

Next, the calculated angular distribution is shown in
Figs. 7(d)–(i). It is observed that the angle distribution becomes
more broader with respect to the crystalline phase, furthermore,
we can observe that the more pronounced cases are found for
Cu–Cu–Cu and Zr–Zr–Zr bond angles. Our results are comparable
to those calculated in Ref. [31] for Cu64.5Zr35.5 and the ab-initio
results from Ref. [23] for Cu50Zr50, where their calculated angular
distribution for Cu–Zr–Cu, Zr–Cu–Zr, Cu–Cu–Cu and Zr–Zr–Zr
bond angles show a good agreement with our results.

The calculated coordination number for the amorphous
structure is displayed in Figs. 8(a)–(d), where we can observe
just one peak in the Zr–Zr, Zr–Cu, Cu–Zr and Cu–Cu pairs; their
calculated values are 8.07, 6.57, 7.72 and 3.2, respectively. Our
results are consistent with those obtained in Ref. [27], as expected
because we have used the same potential, but they differ with

respect to the experimental values (Table 3). To continue with the
analysis of the structure of the amorphous state, we can seek
the presence of topological short-range order features given by
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Fig. 7. (a)–(c) Calculated pair-correlation function for Cu46Zr54 crystalline phase: two main peaks are located at (a) 3.10 and 5.15 Å for Zr–Zr, (b) 2.70 and 4.95 Å for Cu–Zr
and (c) 2.60 and 4.55 Å for Cu–Cu. (d)–(i) Calculated angular distribution for the crystalline phase: the main peaks are located at (d) 561 and 1021 for Cu–Zr–Cu, (e) 681 and
1201 Zr–Cu–Zr, (f) 561 and 1121 for Cu–Cu–Cu, (g) 571 and 1031 Zr–Zr–Zr, (h) 601 and 1201 for Cu–Cu–Zr and finally (i) 541 and 1061 Cu–Zr–Zr bond angles.

Table 2
Experimental and calculated first-peak position for amorphous Cu–Zr alloys.

Cu46Zr54 R(Cu–Cu) (Å) R(Cu–Zr) (Å) R(Zr–Zr) (Å)

XRDa 2.53 2.75 3.15
EXAFSb 2.54 2.72 3.14
Amorphousc 2.60 2.74 3.1
Amorphousd 2.67 2.78 3.22
Amorphouse 2.58 2.84 3.17

a In this case the composition is Cu50Zr50, Ref. [14].
b Ref. [15].
c This work.
d Ref. [27].
e In this case the composition is Cu64.5Zr35.5, Ref. [21].
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Fig. 8. (a)–(d) Calculated coordination number for Cu46Zr54 amorphous phase.
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Figura 6.13: (a)-(d) Cálculo del número de coordianción para Cu46Zr54 en su fase amor-
fa. (a) Zr-Zr (CN=8.07), (b) Zr-Cu (CN=6.57), (c) Cu-Zr (CN=7.72) y (d) Cu-Cu
(CN=3.2).

Finalmente calculamos la densidad de estados vibracionales D(ω) para la fase amor-
fa, como se muestra en la figura 6.15. Las caracteŕısticas más relevantes de D(ω) se
encuentran localizadas en 19 THz y 8 THz para Cu y Zr, respectivamente. Cuando se
compara esta densidad con la calculada para la fase cristalina, se observa que la distri-
bución pierde su forma, lo que se debe probablemente a la superposición de espectros de
frecuencias de fases policristalinas de Cu-Zr, como fue reportado por Suck et al. [130].
También comparamos nuestro cálculo con medidas de dispersión inelástica de neutrones
en el vidrio metálico Cu60Zr40 [141]. La densidad de estados vibraciones experimental
es consistente con nuestro calculo, mostrando una falta de distribución estructural (No
hay picos pronunciados).

En este trabajo se presentaron las simulaciones computacionales para el Cu46Zr54 en
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the CNA; which decomposes the first pair-correlation function
peak according to the different local environment of the bonded
nearest-neighbor pairs (i.e., those within a cut-off distance
corresponding to the first minimum of the total pair-correlation
function). The calculated CNA is shown in the histogram of
Figs. 9(a) and (b), where the relative fractions of the major pairs
types (others with small populations are neglected). One can
observe that there is partial order in the amorphous structure as
follows: in Fig. 9(a) for the Zr–Zr pairs are observe the 555 index,
characteristic of a perfect icosahedral ordering and the 544 index
[32,33], that represent a different type of distorted icosahedral
order. For the Cu–Cu pairs (Fig. 9(a)) are observed the 433 and 555
indexes, which are characteristic of distorted and perfect
icosahedral order, respectively. Therefore we can conclude that
the local structure of the amorphous state is mostly build up by
distorted icosahedron.

Finally, we have also calculated the vibrational density of
states DðoÞ for the amorphous phase, as shown in Fig. 10. The
more relevant features of DðoÞ are located at 19 and 8 THz for Cu
and Zr, respectively. However, when we compare this density
states to the crystalline case we can see an almost structureless
distribution; which is probably due to the superposition of the
frequency spectra of several polycrystalline phases of Cu–Zr, as
observed in the experimental data [17]. Also, we have compared

our calculations with neutron inelastic scattering measurements
for the Cu60Zr40 glass [34]. The experimental vibrational density
of states is consistent with our calculation, showing a lack of
structure in the distribution.

4. Conclusion

In summary, we have presented a computer simulation for
crystalline, liquid and amorphous Cu46Zr54 using the many-body
force field potential developed by Rosato–Guillope–Legrand.
A detailed study has been made by the analysis of the pair-
correlation function, coordination number, angle distribution,
common neighbor analysis, diffusion coefficient and vibrational
density of states. We have found that our calculated alloy crystal
structure and the crystal phase B2 present many structural
similarities. We observe a shift of the main peak of the pair-
correlation function for the Cu–Cu distance for the liquid state in
comparison to the crystalline state, which we attribute to the
diffusion coefficient of Cu, which is bigger than in the case of Zr.
The local structure of the amorphous state is mostly build up by
distorted icosahedron and perfect icosahedron. Also, we have
found that in the amorphous phase the main peaks of the
calculated pair-correlation function are consistent with the peaks
found by XRD and EXAFS experiments.
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for the Cu60Zr40 glass [34]. The experimental vibrational density
of states is consistent with our calculation, showing a lack of
structure in the distribution.
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correlation function, coordination number, angle distribution,
common neighbor analysis, diffusion coefficient and vibrational
density of states. We have found that our calculated alloy crystal
structure and the crystal phase B2 present many structural
similarities. We observe a shift of the main peak of the pair-
correlation function for the Cu–Cu distance for the liquid state in
comparison to the crystalline state, which we attribute to the
diffusion coefficient of Cu, which is bigger than in the case of Zr.
The local structure of the amorphous state is mostly build up by
distorted icosahedron and perfect icosahedron. Also, we have
found that in the amorphous phase the main peaks of the
calculated pair-correlation function are consistent with the peaks
found by XRD and EXAFS experiments.
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Figura 6.15: Cálculo de la densidad de estados vibracionales para el Cu46Zr54 en su fase
amorfa. La ĺınea sólida representa la densidad parcial vibracional para el Cu y la ĺınea
discontinua representa la densidad parcial vibracional para el Zr.
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sus fases cristalina, ĺıquida y amorfa, usando el potencial de muchos cuerpos de Rosato-
Guillope-Legrand. Se realizó un estudio cuidadoso de la función de correlación de pares,
el número de coordinación, la distribución angular, el anaĺısis de vecinos comunes, el
coeficiente de difusión y la densidad de estados vibracionales. Hallamos que la estructura
cristalina con la que trabajamos y la fase cristalina B2 presentan muchas similaridades.
Se observa un desplazamiento del pico principal del Cu-Cu en la función de correlación de
pares para el estado ĺıquido con respecto al cristalino, lo cual es debido a que el coeficiente
de difusión del Cu es mayor que el Zr. Se encuentra que la estructura local de la fase
amorfa, consta en su mayoŕıa de icosaedros perfectos y distorsionados. Finalmente se
mostró que los picos principales de la función correlación de pares para el estado amorfo,
están accordes a las medidas reportadas en experimentos de EXAFS y XRD.
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Estudio ab-initio del Pentóxido de
Niobio(Nb2O5)

En el caṕıtulo 2 dimos una descripción de las propiedades más importantes del Nb2O5,
en este caṕıtulo estudiaremos las diferentes fases a través de DFT, con los funcionales
PBEsol y HSE06. Mostraremos las diferentes ecuaciones de estado (EOS) y a partir de
estas analizaremos las estructuras más estables. Adicionalmente analizaremos la estruc-
tura electrónica de las fases B y H, las cuales fueron las más estables en nuestro estudio
y finalmente haremos un análisis de las propiedades ópticas de la fase B.

7.1. Procedimiento Computacional

Para calcular las propiedades de las fases del Nb2O5 vistas en el caṕıtulo 2, se inicia
calculando la enerǵıa total como una función del volumen de la celda unitaria y se relaja
para cada volumen sus posiciones iónicas y la forma de la celda unitaria (i.e.,b/a, c/a,
y β, α y γ). Luego, estas enerǵıas fueron ajustadas por medio de la EOS de Vinet para
sólidos como se explica en el apéndice A.1. A partir de la EOS se obtuvo el volumen de
equilibrio Ω0, el módulo volumétrico B, y su primera derivada. A continuación, para este
volumen se realiza el cálculo de las propiedades electrónicas y del tensor dieléctrico.

Todas las enerǵıas totales, las fuerzas inter-iónicas y el tensor de esfuerzo han sido
computadas por medio de cálculos de primeros principios a partir de DFT como se ex-
plicó en la sección 4.3, usando el método del proyector de ondas aumentadas (PAW)
como se vio en la sección 5.4 y la aproximación del Gradiente Generalizado con la para-
metrización PBEsol como se explicó en la sección 4.3.5. El código empleado para realizar
todos los cálculos es VASP [142] y el ajuste de la EOS se realizó a través del código Gibbs
[143, 144]. Se utilizó como configuración atómica de referencia en la construcción de los
potenciales PAW 4p64d45s1 para el Nb y 2s22p4 para el O, donde solo los electrones que
aparecen expĺıcitamente en la configuración electrónica son tratados como electrones de
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valencia. La enerǵıa de corte en la expansión de las ondas planas fue de 520 eV, donde
la enerǵıa total se convergió a 1 meV/celda unitaria. En la relajación de los iones y la
forma de la celda unitaria, se realizó la integración en la primera zona de Brillouin con
una malla del tipo Monkhorst [145] y usando una Gaussiana de ancho 0.01 eV (la fuerza
sobre los iones fue convergida a 10 meV/Å).

Para el cálculo de las enerǵıas totales, la densidad de carga y las propiedades electróni-
cas y ópticas, se usó una malla centrada en Γ, utilizando el método de tetraedro incluyen-
do las correcciones de Blöchl [146]. Una vez el estado base electrónico fue determinado,
se calculó la parte imaginaria del tensor dieléctrico por medio del formalismo PAW como
se explica en el apéndice B.

7.2. Estabilidad de las fases

Debido a que las fases de B y T de Nb2O5 tienen diferentes estructuras propuestas,
como vimos en la sección 2.3, realizaremos un estudio de la estabilidad de dichas fases.

Para la fase de B de Nb2O5 se reportan dos tipos de estructuras como se discutió en
2.3.1. En el estudio de Laves et al [34], la fase fue elaborada a través de sintésis qúımica
y estudiada mediante radiación CuKα; en el estudio de Ercit [67] fue estudiada mediante
radiación MoKα. Adicionalmente Zibrov et al.[44] mediante presión y temperatura ca-
racterizó la fase B, sustentado en el trabajo de Laves. En la figura 7.1 se muestra la EOS
de Vinet para ambas fases. Al analizar la estabilidad de ambas fases donde la diferencia
principal entre ambas propuestas es una posición de Wyckof del O como se mostró en
2.3.1, la enerǵıa de formación de la propuesta de Laves es -21.291 eV y para Ercit de
-21.290 eV, se concluye que ambas fases son estables, debido a que una diferencia de
0.001 eV se encuentra dentro de los errores del cálculo.

La fase T Nb2O5 fue caracterizada por Katsuo y Tamura [41] , mediante radiación
Mo Kα. Debido a la presencia de posiciones de Wyckoff con ocupación fraccionaria, la
celda unitaria de simulación se construyó partir de los siguientes argumentos: en la fi-
gura 7.2 se muestran las posiciones de Wickoff 8i del Nb de la celda dada por Katsuo,
donde se observan pares de Nb a distancias menores que 1 Å. Manteniendo las distancias
entre Nb y O dadas en el modelo de Katsuo, eliminamos la mitad de dichos Nb; a conti-
nuación tomamos todas las posiciones de Wyckoff del O y encontramos la coordinación
6 de Nb alrededor de O reportada en el art́ıculo. En este punto nuestro sistema no es
estequiométrico, con el fin de alcanzar la estequimetŕıa en el sistema, agregamos un Nb
de las posiciones de Wyckoff 4g que cumpliera la condición de coordinación 7 alrededor
del Nb y de esta forma logramos obtener una celda estequimétrica de esta fase con 294
átomos. La relajación de este sistema se realizó manteniendo la forma y el volumen de
la celda fijas.

En otra propuesta dada por Clima et al. [43], como se explicó en 2.3.7, se propuso
que la fase T fuera isoestructural a la fase β-Ta2O5 de Ramprasad [71], la cual es or-
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Figura 7.1: Ecuación de estado para las dos propuestas de la fase B, la ĺınea negra
representa la propuesta por Laves y la ĺınea roja la propuesta por Ercit.

torrómbica. En este trabajo analizamos dicha fase, mediante dos tipos de relajaciones:
en la primera fijamos la forma de la celda unitaria de tal manera que mantuviera su
estructura ortorrómbica y en la segunda relajación dejamos que la forma de la celda fue-
ra determinada por la minimización del tensor de esfuerzos, obteniendo una estructura
monocĺınica.

En la figura 7.3 se muestran las tres fases calculadas, en la cual vemos que la fase con
mas estabilidad es la propuesta en este trabajo, y la fase menos estable es la ortorrómbica
propuesta por Clima.

Después de estudiar la estabilidad de las fases B y T de manera particular concluimos
que las propuestas más estables desde el punto de vista energético son: para la fase B la
propuesta por Laves y para la fase T el modelo propuesto por nosotros en esta tesis.

Ahora estudiaremos la estabilidad de todas las fases vistas en el caṕıtulo 2 a través
de la EOS de Vinet y teniendo en cuenta los modelos de la fases B y T estudiadas
anteriormente.
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Figura 7.2: Celda unitaria propuesta por Katsuo de la fase T, donde solo se representan
las posiciones de Wyckoff 8i del Nb. Las esferas verdes y blancas representan átomos de
Nb

De acuerdo a la figura 7.4 la fase menos estable es la fase Z, que fue estudiada por
Zibrov, no fue encontrada como una sola fase y siempre coexistió junto a la B, es posible
que dicha fase solo sea una estructura desordenada de la B o una fase intermedia entre
la B y otra a más alta presión. En orden de inestabilidad la siguiente es la TT propuesta
por Clima, la cual nunca ha sido caracterizada y los modelos de esta solo siguen las
generalidades para el modelo de delta, que tampoco ha sido totalmente refinado. Esta
fase aparece a 700 ◦C cuando el amorfo comienza a cristalizar y solo es estabilizada
por ciertas impurezas implicando que no es una fase estequiométrica y pura de Nb2O5.
Las fases P, R, M, N y T, se encuentran en el grupo de las fases meta estables de este
compuesto. De este grupo la más inestable es la fase P, las fases M y la R se encuentran
muy cercanas energéticamente, siendo la más baja en enerǵıa la fase M y finalmente la
fase N y T son fases más bajas energéticamente, con N la fase a bajas presiones y la T a
altas presiones. Finalmente tenemos el grupo de las fases estables H y B, en este grupo,
la fase B es la estable a altas presiones y la fase H a bajas presiones para Nb2O5. La
transición de la fase H→ B se da a una presión de 0.04 GPa. Si en el sistema completo
de las fases omitimos la fase B, se puede apreciar una transición de la fase H→ T a una
presión de 0.063 GPa. Este tipo de transiciones han sido reportadas por varios autores
como se explicó en 2.1. Adicionalmente en la gráfica 7.5 se muestra que la fase más
estable a altas presiones es la fase B y se da una transición de la fase H a la B a una
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Figura 7.3: Ecuación de estado para la propuesta de la fase T, dada por Clima y la
propuesta en este trabajo.

presión 0.4 kbar.
Ahora estudiaremos las enerǵıa de formación del sistema, las cuales nos muestran

cual de las fases son más estables energéticamente en un proceso ideal de formación del
cristal

∆H0
f = E(Nb2O5)

(Cristal) − [2E
(bcc)
Nb +

5

2
E

(gas)
O2

], (7.1)

donde es necesario conocer la enerǵıa del cristal del sistema, la cual fue tomada de la EOS,
el Nb metálico y el O se calcularon mediante DFT. Los valores obtenidos se encuentran
en la tabla 7.1, se observa que la fases más estables de todo nuestro estudio son las fase
H y B, difiriendo solamente en 0.01 eV en la enerǵıa; con respecto a la fase T es claro
que nuestro modelo se forma más fácilmente que el modelo propuesto por Clima, debido
a que la ∆H0

f difieren en ≈ 0.4 eV. Con respecto al grupo de fases metaestables, la más
propensa a la formación es la fase N, mientras que las fase M y R tienen aproximadamente
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Figura 7.4: Ecuación de estado para todas las fases estudiadas en este trabajo. Es de
resaltar que las dos fases más estables son la H y la B de Nb2O5.

las misma enerǵıas de formación y la fase P es la menos probable que se forme, debido
a su poca enerǵıa de formación con respecto al resto de las fases.

Finalmente en la tabla 7.1 se calculó el módulo volumétrico, mostrando que las fases
que tienen la resistencia más baja a la compresión uniforme, son las fase Z y B, haciendo
que estas fases sean las más compresibles que el resto, además se observa que la fase Z
posee un módulo volumétrico menor a 100 GPa, contrario a la tendencia de todos los
óxidos a tener un módulo mayor que 100 GPa, esto nos hace pensar que la fase Z es
una etapa intermedia entre la fase B y otra fase desconocida. Finalmente se observa que
el Veq de la fase B es menor que la fase H, que esta acorde a los datos experimentales
reportados por [53].
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Figura 7.5: Entalpia de las fases de Nb2O5. Donde se observa que la fase mas estable a
altas presiones es la fase B y se da una transición de la fase H a la B a una presión 0.4
kbar.

7.3. Estructura Electrónica

La densidad de estados total (DOS) de todas las fases que estudiamos, se encuentran
en la figura 7.6. Las enerǵıas de todas se encuentran desplazadas al máximo de la banda
de valencia (MBV), la banda de valencia se encuentra formada por la hibridación de los
estados p del O y d del Nb y la banda de conducción se encuentra constituido en su
mayoŕıa por estados de d del Nb. A continuación hallaremos los picos principales en las
bandas de Valencia y de conducción para Nb2O5 y a partir de estos resultados hallaremos
las transiciones ópticas inter bandas más probables El ancho de la banda de valencia para
las fases B y N se encuentra en -5.6 eV, para las fases H, M, P, R y Z en -6.4 eV y para
las fases T y TT en -7 eV. Para la banda de valencia de las fases, se tienen los siguientes
picos caracteŕısticos: para la fase B en -0.7, -1.9 y -5.2 eV, para H en -0.9, -3.3 y -5.6 eV,
para M en -0.6, -1.7, -5.1 eV, para N en -0.8, -3.0 y -4.9 eV, para P en -2.0 y -6.0 eV,
para R en -1.1 eV, para T en - 1.7 eV, para TT en -1.1 y -5.2 eV y para Z en -0.6, -1.7
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Tabla 7.1: Caracteŕısticas principales de las fases estudiadas en esta tesis

Fase de Nb2O5 Veq (Å3) B0(GPa) ∆H0
f (eV)

B(1) 12.05 100 -21.29
B(2) 12.04 100 -21.29
B(3) 12.07 111 No Aplica
H 13.03 144 -21.30
M 14.14 167 -21.17
N 14.09 127 -21.23
P 13.83 215 -20.84
R 13.80 206 -21.13

T(4) 12.13 166 -21.24
T(5) 12.46 196 -20.89
TT 12.60 213 -19.38
Z 11.20 67 -19.08

(1) Laves
(2) Ercit
(3) HSE06
(4) Katsuo
(5)Ramprasad

y -6.1 eV.

Con respecto a la banda de condución picos caracteŕısticos se dan en: 2.8, 3.7, y 4.5
eV para la fase B, 2.8 y 3.8 eV para la H, 3.4 y 4.2 eV para la M, 3.5 y 4.2 eV para la N,
2.4 eV para la P, 2.4 y 3.9 eV para la R, 3.4 y 4.3 eV para la T, 1.5, 2.8 y 3.3 eV para
la TT y 2.5 y 3.1 eV para la Z. Las transiciones ópticas inter bandas más probables son
entre los estados p del O y d del Nb con un rango de enerǵıas de: entre 4 y 9 eV para
las fases B, H, M, N, entre 4 y 8 eV para las fases P y TT, entre 3 y 5 eV para la fase
R y entre 4 y 6 eV para la fase T. Adicionalmente para ver el comportamiento del gap
de enerǵıa con el funcional h́ıbrido calculamos los gap de enerǵıa para las fases B, T y
Z, dando una corrección en el gap en promedio de 1.7 eV, acercando los valores a los
reportados en la literatura como vimos en 2.2.

En la tabla 7.3 se muestran los gap de enerǵıa de todas la fases estudiadas. Como
existen dos tipos de coordinación, estas pueden ser catalogadas en dos grupos: el primer
grupo son las fase T, TT y Z que tienen coordinación 6 y 7 alrededor del Nb, los cuales
generan octaedros y bipiramides pentagonales distorsionados, y el segundo grupo las
fases M, N, P, R, H y B tienen coordinación 6 alrededor del Nb, lo cual genera octaedros
distorsionados. En el primer grupo existe la tendencia que cuando el volumen de equilibrio
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Figura 7.6: DOS de todas las fases de Nb2O5 estudiadas en esta tesis. La banda de
valencia se encuentra formada por estados d del Nb y la banda de valencia por estados
p del O. La enerǵıa esta desplazada al máximo de la banda de valencia.

disminuye el gap aumenta, como se aprecia en la tabla 7.1 y en la tabla 7.3. Para el
segundo grupo de fases se da el mismo comportamiento, exceptuando la fase P la cual
es menos favorable energéticamente en este grupo. Para el grupo uno la fase con el gap
más ancho es la Z debido a que es una fase a alta presión y para el segundo es la fase B
que también se encuentra a altas presiones. El gap de mayor enerǵıa se da en la fase B,
mostrando que las fases con coordinación octaedral, el gap es mayor que en las fases que
tienen coordinación bipiramidal y octaedral.

7.3.1. Fase H

Debido a la estabilidad de las fase H se realizó un estudio más profundo de la DOS
de este sistema, mostrando la densidad de estados totales y parciales. Se puede observar
en la Figura 7.7 tres bandas principales: bandas de valencia BV1, BV2 y la banda de
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Tabla 7.2: Gap calculado para Nb2O5 para los funcionales PBEsol y HSE06

Gap de Enerǵıa
PBEsol

B(1) 2.55
B(2) 2.51
H 1.63
M 1.83
N 1.91
P 1.24
R 1.57

T(3) 1.55
T(4) 1.33
TT 0.64
Z 1.89

HSE06
B(1) 4.15
Z 3.60

T(5) 2.71

(1) Laves
(2) Ercit
(3) Katsuo
(4)Ramprasad

conducción BC. BV2 está en un rango de enerǵıa entre -18 y -15 eV con respecto al
máximo de la banda de valencia (MBV), BV1 está en un rango de enerǵıa entre -6.7 y
0 eV, y BC está localizada a partir de los 1.5 eV y enerǵıas superiores. La figura 7.7
(b-e) muestra la DOS parcial de Nb, donde se observa que los estados d son los de mayor
contribución. La mayor contribución de Nb está en BV1 y en la BC, la cual está formada
por estos estados d de Nb. La figura. 7.7 (f-i), muestran las DOS parciales proyectadas
sobre los cuatro ox́ıgenos clasificados por sus posiciones de Wyckoff. Aqúı se observa
que la mayor contribución a la DOS está dada por los estados s y p, con los estados
s formando la BV2 y los estados p se hibridizan en BV1 con los estados d de Nb para
formar esta banda. Finalmente, se observa en la DOS parciales que el MBV está formado
en su mayor parte por los orbitales p del O, mientras el mı́nimo de la banda de conducción
(MBC) está formado mayoritariamente por los orbitales d de Nb.

Para culminar el estudio de las fases, nos centraremos en las propiedades electrónicas
y ópticas de la fase B, debido a que siendo la fase más estable a altas presiones, no ha
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Figura 7.7: Densidad de estados para la fase H de Nb2O5 para el funcional PBEsol. (a)
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sido estudiada de una forma profunda en la literatura.

7.4. Propiedades de la fase B de Nb2O5

El volumen de equilibrio es calculada por la EOS de Vinet, en este volumen compa-
ramos los diferentes parámetros cistalográficos (constantes de red, posiciones de Wyckoff
y distancias inter-iónicas entre Nb y O) con los valores experimentales reportados por
Laves, los cuales se muestran en las Tablas 7.3 y 7.4. Se observa que los valores teóricos
están en muy buena concordancia con los valores experimentales, mostrando un error
relativo de aproximadamente el 2 % para dichos parámetros.

Con estos valores de los parámetros cristalográficos realizamos un estudio de la es-
tructura electrónica de esta fase. En la figura 7.8 se muestra la dependencia del gap de
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Tabla 7.3: Parámetros cristalográficos experimentales (Laves et al.) y calculados para B
Nb2O5

Experimental Calculado

a(Å) 12.43 12.829
b(Å) 4.88 4.8940
c(Å) 5.56 5.5489
β 105.1 104.78

Ω0(Å
3) 168.7 168.79

dNb−O1 1.91 1.9150
dNb−O2 1.81 1.8143
dNb−O2 2.06 2.0458
dNb−O3 1.94 1.9560
dNb−O3 2.12 2.1281
dNb−O3 2.19 2.1913

Tabla 7.4: Posiciones de Wyckoff experimentales (Laves et al.) y calculadas para B Nb2O5

Experimental Calculado
x y z x y z

Nb(8f) 0.6183 0.8991 0.2512 0.6186 0.8996 0.2445
O1(4c) 0.8965 0.8965 0.2488 0.8951 0.8951 0.2500
O2 (8f) 0.5509 0.3333 0.4709 0.5587 0.3370 0.4756
O3(8f) 0.2278 0.8668 0.1256 0.2770 0.8658 0.1279

enerǵıa en función del volument, donde es clara la dependencia lineal del VBM, CBM y
el gap de enerǵıa, y la tendencia de esta fase de aumentar el gap de enerǵıa a medida
que aumenta el volumen, el cual es un comportamiento t́ıpico en estos tipos de materia-
les. El valor del gap de enerǵıa para el volumen de equilibrio es de 2.54 eV, el cual es
aproximado al valor de 3.4 eV reportado para la fase H (ver sección 2.2), los cuales no
son directamente comparables con el valor del gap de la fase B, sin embargo, es claro que
Nb2O5 es un semiconductor de gap ancho. Se espera que el valor del gap calculado para
B Nb2O5 este subestimado debido a que PBEsol es una aproximación la cual funciona
correctamente para el estado base y de una forma aproximada para los estados excitados.

La Figura 7.9 muestra la DOS total del Nb2O5, donde se puede observar tres bandas
principales: bandas de valencia BV1, BV2 y la banda de conducción BC. BV1 está en
un rango de enerǵıa entre -18 y -15.4 eV con respecto al máximo de la banda de valencia
(MBV), BV2 está en un rango de enerǵıa entre -5.3 y 0 eV, y BC está localizada a partir
de los 2.54 eV y enerǵıas superiores. La figura 7.9 (b) muestra la DOS parcial de Nb,
donde se observa que los estados d son los de mayor contribución. La mayor contribución
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de Nb está en BV2 y en la BC, la cual está formada en gran parte por los estados d de
Nb. La figura. 7.9 (c), (d) y (e), muestran las DOS parciales proyectadas sobre los tres
ox́ıgenos clasificados por sus posiciones de Wickoff (O1, O2, O3). Aqúı se observa que la
mayor contribución a la DOS está dada por los estados s y p, con los estados s formando
la BV1 y los estados p se hibridizan en BV2 con los estados d de Nb para formar esta
banda. Con respecto a las posiciones de los ox́ıgenos, se observan dos picos pronunciados
en la BV, para O2 y O3 con valores de -5.2 y -1.8 eV, mientras que para O1 la forma
es planar. Finalmente, se observa en la DOS parciales que el MBV está formado en su
mayor parte por los orbitales p del O, mientras el mı́nimo de la banda de conducción
(MBC) está formado mayoritariamente por los orbitales d de Nb.

Con el fin de mejorar el gap de enerǵıa calculada con el funcional PBEsol, calculamos
este sistema con el funcional h́ıbrido HSE06 (ver sección 4.3.5). El volumen de equilibrio
por átomo calculado a partir de EOS da un valor de 11.9 Å3 el cual subestima el valor
experimental y difiere del valor calculado en PBEsol por un 2 % el cual sobrestima el valor
experimental, mostrando que este funcional no da una mejora mayor al de PBEsol, en las
constantes cristalográficas. Por otra parte el gap de este funcional da un valor de 4.15 eV,
el cual es más cercano al reportado por la fase H y para peĺıculas delgadas de este material
( ver sección 2.2). En la DOS mostrada en la figura 7.10 se observan un desplazamiento
ŕıgido de la banda de conducción y la banda de valencia con respecto a la figura 7.9,
se observa que los estados profundos s del ox́ıgeno se desplazan a menores enerǵıa que
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en el caso de PBEsol. Además midiendo el corrimiento de las bandas con respecto a la
banda de valencia profunda formada por los estados s del O, como se muestra en la figura
7.10, las bandas de conducción y la banda de valencia formada por la hibridación de los
estados p del O y d del Nb, muestran un desplazamiento de aproximadamente 3 y 2 eV,
mostrando que el funcional HSE06 solo realiza desplazamientos ŕıgidos de las bandas,
manteniendo la forma aproximadamente igual. Comparando las figuras 7.7 y 7.9 se da
una gran similitud en la DOS de la fase B y la H, con respecto al ancho de las bandas
de valencia.

A continuación calculamos el diagrama de bandas de esta fase, siguiendo los caminos
de alta simetŕıa de la zona de Brillouin y una dirección general. El camino que tomamos
para hacer el diagrama de bandas fue Γ → Y → M → Γ → L → V → Γ, como
se aprecia en la figura 7.11. En la figura 7.12 el máximo de la banda de valencia se
encuentra localizado en el punto (0,0,0) (punto Γ) y el mı́nimo de banda de conducción
con un valor de (-1/3,1/3, 1/3), mostrando que el sistema tiene un gap indirecto. La
banda de conducción tiene poca dispersión, como es de esperarse debido a los estados
d del Nb. Al comparar las bandas de los dos tipos de funcionales (ver figuras 7.12 y
7.13) observamos el corrimiento ŕıgido que fue discutido anteriormente, mostrando que
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el funcional HSE06 da la misma topoloǵıa de las bandas de PBEsol para esta fase.
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Figura 7.11: Zona de Brillouin de la fase Nb2O5.

Continuando el estudio de esta fase nos centraremos en las propiedades ópticas (ver
apéndice B). El tensor dieléctrico se calculó en la celda primitiva, donde sus nueve com-
ponentes son reducidas a cuatro componentes debido a la simetŕıa monocĺınica del cristal.
Estas componentes están a lo largo de los tres ejes cartesianos(componentes diagonales
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Figura 7.12: Estructura de bandas de B Nb2O5 a lo largo de algunas direcciones de
simetŕıa en la zona irreducible de Brillouin con el funcional PBEsol.

εxx, εyy y εzz) y una componente cruzada εxz, que en este caso es despreciable con respecto
a las componentes diagonales. La parte imaginaria de las componentes diagonales εxx, εyy
y εzz se muestran en la 7.14 (a)-(c), respectivamente, donde se puede observar dos picos
principales en las tres componentes del tensor dieléctrico aproximadamente localizados
en 4.3 eV y 8.3 eV para la componente εxx, 4.4 eV y 9 eV para la componente εyy y
de 4.4 eV y 8.8 eV para εzz. Además en la figura 7.14 (a)-(c), se observa que la forma
de la función dieléctrica es diferente para los tres ejes cartesianos, revelando el carácter
anisotrópico de éste.

Al comparar los dos picos de máxima intensidad en la figura 7.14 y la DOS total y
parciales (7.9), se puede asociar estos dos picos a las transiciones interbandas entre los
estados p del O en la banda de valencia a estados d del Nb en la banda de conducción.
El pico de absorción promedio de las tres componentes del tensor localizado aproxima-
damente a 4.4 eV (figura 7.14), corresponde aproximadamente a la transición entre los
picos localizados a -1.7 eV localizado en BV2 y 3.0 eV en BC (parte a de la figura 7.9)
y el pico de absorción promedio de las tres componentes del tensor localizado aproxima-
damente a 8.7 eV (figura 7.14), corresponde a la transición entre los picos localizados a
-4.9 eV en BV2 y 3.8 eV en BC (parte a de la 7.9).

A continuación, se calculó el promedio del ı́ndice de refracción (ñ = n+ iκ) de las tres
direcciones principales. En la figura 7.15, se muestran la parte real n y la parte imaginaria
κ (coeficiente de extinción) de ñ, respectivamente. Se puede observar en la 7.15 que el
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Figura 7.13: Diagrama de bandas para la fase Nb2O5 con el funcional h́ıbrido hse06.

valor de n estático (bajas frecuencias) es 2.52, el cual está en buena concordancia con
el valor experimental de 2.64 (ver sección 2.2). Adicionalmente, se observan regiones de
dispersión anómala (dn/dω < 0), la cual ocurre cerca de las regiones de absorción entre
5 eV y 9 eV. En la figura 7.15(b), se observa que los máximos de absorción de este
compuesto están localizados aproximadamente en 5 y 9 eV, los cuales están en la región
del ultravioleta cercano.

También, se calcularon los coeficientes de reflectividad y transmitancia tal como se
muestran en la figura 7.16 (a)-(b), respectivamente, donde se observa que este material
es aproximadamente transparente, debido a que en la región del visible entre 0.1 µm y 1
µm, el coeficiente de transmisión es de 75 % y el coeficiente de reflectividad es de 25 %.

En conclusión se realizó un estudio completo de la estabilidad de las fases de Nb2O5,
donde mostramos que las fases más estables son las fase B y H, entre las cuales se da
una transición de la fase a una presión de 0.04 GPa, siendo B la fase mas estable a
altas presiones. Al analizar las DOS de todas las fases se observa diferencias en el valor
de la banda de valencia, los picos principales en la banda de valencia y conducción, y
las posibles transiciones ı́nter bandas. Además hicimos un estudio de las propiedades
cristalográficas, electrónicas y ópticas de la fase B, en la cual se observa una buena con-
cordancia entre los datos cristalográficos. Finalmente se reportó las propiedades ópticas
de este compuesto, y se observó que este formalismo es capaz de predecir de una manera
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muy acertada el ı́ndice de refracción estático del pentóxido de niobio.
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8

Conclusiones

En este trabajo se dio una descripción detallada de los materiales Cu46Zr54 y Nb2O5

a través de la simulación computacional, se explicó como estos materiales son una base
fundamental en el desarrollo tecnológico e industrial y se realizó un estudio a nivel
atómico de estos dos materiales

Estos materiales han sido estudiados mediante dinámica molecular clásica para el
Cu46Zr54 y la teoŕıa de los funcionales de densidad para Nb2O5. Los resultados de las
simulaciones computacionales realizadas con cada uno de estos métodos han sido satis-
factorios, ya que reproducen de buena forma los resultados experimentales.

En las simulaciones computacionales para el Cu46Zr54 en sus fases cristalina, ĺıqui-
da y amorfa, usando el potencial de muchos cuerpos de Rosato-Guillope-Legrand. Se
realizó un estudio cuidadoso de la función de correlación de pares, el número de coordi-
nación, la distribución angular, el análisis de vecinos comunes, el coeficiente de difusión
y la densidad de estados vibracionales. Hallamos que la estructura cristalina con la que
trabajamos y la fase cristalina B2 presentan muchas similaridades. Se observa un des-
plazamiento del pico principal del Cu-Cu en la función de correlación de pares para el
estado ĺıquido con respecto al cristalino, lo cual es debido a que el coeficiente de difusión
del Cu es mayor que el Zr. Se encuentra que la estructura local de la fase amorfa, consta
en su mayoŕıa de icosaedros prefectos y distorsionados. Finalmente se mostró que los
picos principales de la función correlación de pares, para el estado amorfo, están acordes
a las medidas reportadas en experimentos de EXAFS y XRD.

Finalmente para Nb2O5 se realizó un estudio completo de la estabilidad de las fases
de Nb2O5, donde mostramos que las fases más estables son las fase B y H, entre las
cuales se da una transición de la fase a una presión de 0.04 GPa, siendo B la fase más
estable a altas presiones. Al analizar las DOS de todas las fases se observa diferencias
en el valor de la banda de valencia, los picos principales en la banda de valencia y
conducción, y las posibles transiciones ı́nter bandas. Además hicimos un estudio de las
propiedades cristalográficas, electrónicas y ópticas de la fase B, en la cual se observa una
buena concordancia entre los datos cristalográficos. Finalmente se reportó las propiedades

139
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ópticas de este compuesto, y se observó que este formalismo es capaz de predecir de una
manera muy acertada el ı́ndice de refracción estático del pentóxido de niobio.



Apéndice A

Ecuación de estado

Con el fin de conocer la estabilidad de diferentes fases de un compuesto, es necesario
conocer la forma anaĺıtica de la E(V ). Para esto se tienen varias aproximaciones conoci-
das como ecuaciones de estado las cuales se diseñan con el mı́nimo de parámetros como
sea posible, y que reproduzcan el comportamiento de la enerǵıa para un rango de presio-
nes. Algunas de las ecuaciones de estado más usadas en sistemas sólidos son: la ecuación
de estados de Murnaghan, la familia de ecuaciones de estado de Birch-Murnaghan, la
familia de ecuaciones estado Poirier-Tarantola, la ecuación de estado de Vinet, la ecua-
ción de estado de Holzapfel, la ecuación de estado Spinodal y la ecuación de estado de
Anton-Schimidt. A continuación describiremos la ecuación de estados de Vinet, la cual
fue usada en esta tesis debido a su buen ajuste a los datos teóricos calculados.

La ecuación de Vinet toma un potencial de interacción entre átomos vecinos, como
en el trabajo de Mie [147] sobre el potencial de Lennard-Jones. La ecuación de estado
de Vinet usa el potencial inter atómico de Rydberg, E(a) = −∆(1 + a)e−a, donde
a = (r − r0)/l, donde r es la distancia inter atómica, r0 es la distancia de mı́nima
enerǵıa y l es una longitud de escalado. Cohen et al. [148] mostró que la enerǵıa del
cristal esta dada por

E(V ) = E0 +
4B0V0

(B
′
0 − 1)2

− 2B0V0
(B
′
0 − 1)2

[3(B
′

0 − 1)(η − 1) + 2] exp

[
−3

2
(B
′

0 − 1)(η − 1)

]
, (A.1)

a partir de este expresión se obtienen las siguiente expresiones para la presión y el módulo
volumétrico

p(V ) = 3B0
1− η
η2

exp

[
−3

2
(B
′

0 − 1)(η − 1)

]
, (A.2)

B(V ) = − B0

2η2
[3η(η − 1)(B

′

0 − 1) + 2(η − 2)] exp

[
−3

2
(B
′

0 − 1)(η − 1)

]
(A.3)
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donde η = (V/V0)
1/3=x1/3.

Cohen et al. mostraron que la ecuación de estado de Vinet se destaca en reproducir
los resultados experimentales en sólidos tanto en enlaces covalentes, iónicos y metálicos.

En esta tesis utilizamos la ecuación A.1 para hallar las propiedades termodinámicas
y la estabilidad de las fases del Nb2O5, donde los valores de la enerǵıa y el volumen
para ajustar a través de la ecuación estado de Vinet, se realiza mediante compresión y
expansión de la celda untaria de forma computacional, como se muestra en la figura A.1.

Compresión	  	  
Isotrópica	  

Celda	  	  
Original	  

Expansión	  	  
Isotrópica	  

Figura A.1: Diagrama global de compresión/expansión hidrostática del sistema.



Apéndice B

Propiedades ópticas ĺıneales

En esta sección explicaremos la forma en que calculamos el tensor dieléctrico, con el
cual hallamos las propiedades ópticas de la fase B Nb2O5.

Para un sistema que sea invariante bajo traslación, la tranformada de Fourier de
la matriz dieléctrica simétrica dependiente de la frecuencia, la aproximación de la fase
aleatoria (Randon Phase Aproximation RPA) [149]

εG,G′ = δG,G′ −
4π

|G− q||G′ + q|χ
0
G,G′

(q, ω) (B.1)

G y G
′
son vectores de la red rećıproca y q el vector de onda de Bloch incidente. La matriz

χ0
G,G′

(q, ω) es la polarazibilidad irreducible en el modelo de part́ıcula independiente

derivado por Adler [150], que en función del vector onda de Bloch se escribe como:

χ0
G,G′

=
1

Ω

∑

n,n′ ,k

2ωk(fn′ k+q − fn,q) (B.2)

×
〈φn′ k+q|ei(q+G·r)|φn k〉〈φn k|e−i(q+G

′
)·r′ |φn′k+q〉

εn′k+q − εn k − ω − iη
, (B.3)

siendo η un número infinitesimal y Ω el volumen de la celda primitiva. Los pesos del
punto k son ωk y se definen de tal forma que su suma sea uno, las f son los pesos de
Fermi, definidos 1 para estados ocupados y 0 para estados desocupados. El factor de dos
que acompaña los pesos es debido a que estamos tomando un sistema degenerado en el
esṕın. Debido al teorema de Bloch se cumple que

〈ψn′ k+q|ei(q+G·r)|ψn k〉 = 〈un′k+q|eiG·r|un k〉, (B.4)

con unk funciones de onda real en el método de PAW. El cálculo de la matriz dieléctrica
en el infinito ε∞(q, ω) requiere la inversión completa de la matriz dieléctrica y toma el
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ĺımite cuando q→ 0, esto es:

1

ε∞(q̂, ω)
= ĺım

q→0
ε−10,0(q, ω) (B.5)

Donde los efectos de campo local son incluidos en las RPA. La función dieléctrica depende
de la dirección del vector unitario q̂. Si los elementos fuera de la diagonal de la matriz
dieléctrica son despreciados (efectos de campo local), la función dieléctrica macroscopica
es aproximadamente

ε∞(q̂, ω) ≈ ĺım
q→0

ε0,0(q, ω). (B.6)

En esta aproximación la parte imaginaria de la función dieléctrica macroscópica ε
(2)
∞ (q, ω)

esta dada por

ε(2)∞ (q, ω) =
4π2

Ω
ĺım
q→0

1

|q|2
∑

c,v,k

2ωkδ(εc k+q − εv k − ω) (B.7)

× |〈uc k+q|uv k〉|, (B.8)

con los ı́ndices v y c se refieren a los estados de valencia y conducción respectivamente.
La función dieléctrica depende de la dirección de q̂ a través de la ecuación

ε∞(q̂, ω) = ĺım
q→0

ε∞(q, ω) =
∑

α,β

q̂αεα,β(ω)q̂β (B.9)

siendo q̂α son las componentes cartesianas del vector unitario q̂ y εα,β es un tensor
cartesiano 3×3, definido como

ε
(2)
α,β(ω) =

4π2

Ω
ĺım
q→0

1

q2

∑

c,v,q

2ωkδ(εc k − εv k − ω) (B.10)

× 〈uc k+qα |uvk〉〈uc k+qβ |uvk〉∗, (B.11)

los vectores eα eβ son vectores unitarios en las tres direcciones cartesianas. En el cálculo

de ε
(2)
α,β es posible restringir el valor de k a la zona irreducible de Brillouin del grupo de

simetria del cristal. La parte real del tensor dieléctrico ε1α,β es obtenido a través de la
transformación de Kramers-Kroning.

εα,β(ω) = 1 +
2

π
P
∫ ∞

0

εα,β(ω
′
)ω
′

ω′2 − ω2
dω
′

(B.12)

siendo el P el valor principal.
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